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Feaminer les rapparcs possibles enrre topolugie wt analyse des syaRrémes
suppose naturcllemeat vne ennnaissaace clafre ot aspprofumife de ces deux
disciplines. Or d&z lc dépsri wous nous hewrrons I une difficulcd de taille 3
la thiorle des systémes esr une théorie mwsl ditinie, ly norfon de systéme (1)
#1le-néme ost complexe et isprdetsc. On en vient 3 se demsnder 21 lo terms
de systime ne devratt pas Stre consldfré comme wn terme primitil du langage
3 la manidére d'&lément en Lhdarie des eonsenbles, La démarche de pensiie des
spéctalistes de 1 rhiforic des sysiémes consiste d"afllcurs 3 descendre du
tour vers les pacties ; au fur et & mRRure quc se poursult cotte pleaghe
vers la partfel, que ="arftine 1"anulyse du systdme en ®es composanty, les

copnyisgAnces sc précisent.

Ts pensSc physique et, & travers ses constructions sxiematigques ala
Rourbaki, la pensée methémstique tontent su contraize d'yllwr des El€ments
vers 1'enssshle. Lo monde phyaique ct minérsl se construit owr juxtapositiom,
sclon un processus de recouvrersnt an couches succeasives d'origine axcé-
sicure 3 1'objer @n formaticn. L'univers biologique, wigdtal comm anfmal
crole, 3 1'inverse, par intussusceprfon. L3 pensée organique se déplaie ot
sc difffrencie wn relfrence 3 sza structure globale, inrerne ot masquée,

Flle cvolue on suivant 1= relfat 4'un pavsspe dpipSnftique, imdpe en 3iroir

an quelgue sorte du paysage géogryphique habitwel,

(1) Sur la définftion de cettw nation, om pourrs ransulter : [1I], Ez], (4],

0. 6. (]



Alnst la dimwrche systimfque [ralr principalement du rast vers la
parcic alors que la progression lepolvgique prendralt corme peint de
depars 1'él&ment et s'ach@verail & la comstruction «dw 1"ensemble. Pour-
tanc, vette dualité simple n'est que J"sppszence, car 11 oxfale un balun-
Cement catre 1"Fquilibre de 1a partie et celle du tour, de surte que
teute comstructiaen veaie £ait appel sux deux medes de progression. Sclon
Te régme auquel cette consbrielion spparticnt, une mxle de progression eac
privildpis gur 1"aurre, N'imsge vient fed 4 L'aspril des cerveaux mascul in

el fémfnin wvee lour himipphires aux apricudey infgales ot complémentaizes.

Cepmndunt, pour notre propas, la crail ddoeinynt reste omile dualisé
cnrre la démarehe systémique, descente vers la partiea, &1 ls progression
topelogigue, ascension wers la tocalitd. Nous zllons done nous cfforcer,
Yans csette Stude, de Lizer lo meflleny profit du paral Il ispe inversé.

L. Pluce de 13 tapulogic dans les nathématiques. Divigons de la ropologie

Tes mathimaliques reposent yur deux piliara @ um pilier topolagique
el qualitarifl ; un pilier arithmitique ot quanricstif. La capologie Studic
fnopremier l1ieu los qualitéy du substrar des Jifférents ahjers muthématiques,

Cetle Stude mut lo propes de la topolospie génsrale. Un premier pus dans

la direction du numérique wst wccompli avee 1s définition d'une forme ou
varided. Cwependant cas fovmes sont considirses en elles-nlavy, ot ne
posstdent sucune qualits mitrique @ 1a nation de diztance enlre doux pofara
ne Jous sucun r3le »1 n'est o¥me pas définie. L'Etude de ces formes, de
leur construacion, de leur compasition, de lewr vlagsification, wat le
propos de la topologie ditlvrentielle ot de 1A topologic algihri vk,
L'%tude du mowvement dans les vuriétés cst le propos de la Iopologis dyna-
mlique ot dw 1y dvnamique gualitative,

51 1'ap veut fafre du quantitasir, il [sut {ntrodulve explicitemant
des mLriques. On appelle warifed rismsnnicane (ou figure) une varfsie
(au forme) dotiw d'une mEtrique riemannicanc. Teur étude ear le but ¢e la



« U s'sttache, dans rerre dlsclpline 7 rechercher Jdes carac-

ques iovarisotes des Figures sous L'action de Lransfarmarions.

'..'-'_:.e_ _d.i_{g-ér.c_n.l..{._c_g‘g exl up ustil utlle dans L'étude dex pro-

des variftés. L'analyse exsmine lex :nroprl:'tc's Llocules des appli

szfoms d'un cspace-source dams um ewpace-but.

sczlizacfion. Valainape ot cooncxite
s

Lz premiire proprifed d'un obful est celle d'exlster dans 1l'espace

& temps, T1 scoupe Coujours un coectyin dossine spario-remporal.

¢ les propri®tis de e domaine qui, en premier lieu, deivent recenir
attention, Il est clair en ellTer que la zizmple localisslivom de ce deasine,
“"ivaluation de son &tenduc, les csractérizcigueas de sa forme, soat des

limemzz fndlcarils des diffdrentes quulitss de 1"objec.

e zature easexbliste, ce qui présente un gros Aavascage. Un assocle 3
szzze E1&menr A de 1'ensenble,des voisinspges V de cet #l&meat. Quol de

= matural @ couc ohj-'-\:\’;&?( enzenble social, et ce qui cardcierise avantc
T wn tel sbjet est bien 1'exiscence de relations catre les conslitusnra.
Le =zabilité dfune société cst d'shomd Tanccion des licns de bon woisinapge
2z loz membres. de cotte soclété entreliennent wntre ¢ux. Un ne comprend

—_—t

Evolution d'un objet qu'a la condition de tenir compre des effets

te l'zaviroanemear, des influcnces des él€menl= voisins.

Jeelles seml, posr an mathinaticicn, les propriftés d'un vofsinage

2z 2 ! D'anord, 8 esl conrfenu dans V. Ensuite, toute partie qui

v st évidemmenl epcore un volsindge de 3. Un troigifee lien,
=rt clair que les éléments commms A deux voizinages de a comstituent
le=ext un voisinage de a. Enfin, #i om premd un point b trés volsin du

poizmt 2, le volzinage de 2 ost wussi un vaisinage de b.



Coone le lecteur cea est bian consclent, i1 n'esl pas bezoin d'2tre
ua génie pour observer ces propriftds des woisfnages, Ce qu'en appelle
Daintenant sspsce topologique est, tout simplement, un ensenble d'élé-
Wents qui, tous, possddent des volsinages constitués d'éléments appar-
tenant & cet easegble. L'adjecril topologique fait savant, zans plua.
Vous prencz des &l8mants, des volsinsger de ces &léments, vous rassenblug
le tout, ot vous ablenez une sorte de substrat que VOus Appeler sxpace

topalogigue.

Tl est bien clair qu'un mEne objet peut Stre muni de plusisurs
topologies, s=lon 18 nsture des relations entre les #1éments, ou sclon
ley proctds techniques employés pour maintenir ces liens. Une petite
réflexion aur cette question condufr famddistement 3 défintr la nocion
Peu zubtile de comnexiti, Nous dirvas qu'uac partic A o5t connexe xi
quels que svient los El&nants & el %' de cette partic, la communicsalion
cat posaible entrc ccs deux #1fments. Autrement dit, 41 exisle une suite
ordonnée d'&lémencs a, Ale 50 seey 3, was; 27, @0 felle orte qu'on

-3

pulsse Echanger des renseignements entre a, ac A e en d'sutres

tavmes il existe desx woisinsges roespectivement de #, et de 3

qui s¢ rencontrent ; V )N v (ato') é UUae LOWMPOsZAntE CONNEKS

de E asr une payrtie comnexe C di E mmximsle oo ve sems qu'il a'esr pater

é'autre partie commexe de E gui contiemne C,

I1 parait vratsemblable que la plupart des objecs accisux sont
munis de plusicurs copologies. Certaines sont plus "razistantes” que
d'autres. ST un objet est comnexe pour deux ropologies distinctes, nous
dirons qu'fl est de commexitd d'ordre 2. La srabilitd d'un objet de
connmexicd d'ordre 2 est dane doute meflleurs que s stubilité d'un ohjar
de conpexitd d'ordre l. Notons que, du point de vuoe mathématique, an peut
coujoura définir sur un ensenble deux Lopologics au moins, 1R grossidre
ot la discréte ; ces topologies n'vnt sucun intdrdt phyafque, nous n'en
parlervns pas davantage,

(1) On ne premdrs pas cette condirion pour ly définition marhdusrique, En
effez, 1 second axicme des voisinuges implique que Te lout st voizinage de
chaque &lepent, la condition indiquée asc :'-!urs Lrivialemens wivifise, Une
définition plus précise st de dire que 1'ezpace me peut s'ferire comoe 1'unic
de deux parties disjoinres, telles que tour paint d'une partic air rtous ses

voisinsges oon disjoinrs vontenus sculemenr duny cette parcie.



. La sotion de stabilité topulogigus

T4 mathimatique est la science du popical, A aw cizre, de maniére
cozsclents ou non, elle se prévccupe des praprifcis wniverszelles que pré-
seatent les objets. Pyrmi ces propridleés isparcances, 1'wuae d'elle ast
53 stabilice.

Tz objet nc pourrait cn cffet Stre suivi par les senx, s"il ne pos-
#idziz pas gquelgues proprifcis de persistance dans l'espace ct au cours
Sz camps.

le programme qu'il convient muinLenanl de Aulvre ¢at de priclser la
zozlon de stubilité du peint de vee machématique, puisz, avant d'fcwdier
lmur dvelution, de construirc nos vhjels de manidre % ce qu'ils restent

stables.

Lz notton la plus 18che de stabtlité ozt celle de stabilité topelo-
gigue (szabllicd® qualicacive). Un ne se prioccupe pas de considéracions

m=iziguas, de longueura, On veur afulemenr que anfent conzervdes les

szalicés: topologiques, oo particvulier relles AR=osifes aux voidinages.

La partie 3‘ de l'espace topologique Rl wgl squivalente du poinr

d= wue topologique 1 la parctie H, de 1l'espace tvpolugique E,, =#i les

deux condlitions auivantes, trés saturclles, somt satisfaites : premisre

comdicioa, I fout poinr A, e .‘(1, on peut falre corrospoadre un point

l

2, =] ";l) de M,, wr inwersemenc, § cout patac a, de M,

est sssocié un point unique 4 de N

h
i

' de sorie que Ay = b (A‘.). U
2it gue © est une bijection : % et M, ont doac sutant de pointa 1"un
g=e l"autre, at IR correspondanee h qul permet de passer de !{] 1 M, el
f= ¥, I ¥, wiC WErinie sans amdigulzs.

La awconde comlition porre sur les voizinagesz. Suppozuns domads
2, & A, tels que u, = I (al). On waCine gque la topalogic sur ul

#57 preservee par tramsport selom B, Tocsgu'd roar valsinage do  a,,



-

V (s,) correspond un voizinage V (8)) de a,, dont l'image par k
forme un nouveau voisinage de a,, h (v (41)), contenu dans ¥V (az)-

On dit que h est continuc. En fait, 1a secoade conditbn exige
dyvantage : %I faur non sculement que l'applicarion h de M, vers M,
soit continue, mais qu'epgslessnc, L'application h.1 de "2 vers HI

zoit clle-nEtne continue ¢ h «sr bhicantinuc.

Torgque Loules ces condirfons sont réunies, M, et "2 sonl Squi-
VRlentes du point de vue tapologique, L'applicatica h est une gguivalence
topologique cu eacore um homfumurphisue. ¥, ot M, somt homfomorphes,
et h cst une application qui respecte ls stabflicd topolegique. Pour une
foiz, lez mathématiciens disposent d'un vacahulaire fzportant pour exprlner

1% méne notiomn.

Un exenple mantrara coxbien la notion de stubilité tuvpologique est
une notion de atabilicd fathle, Pronons un Dorcesu de pite & modeler @
on paut 1s pétrir et lul donmer 1a forme d'unc boule, celle d'un cube,
celle d'un “patatoide” quelcuvngue : Lourles cas formes sont hoofomorphes.
Volci s#u contraire un cxemple de deux formes guf né sont pas homfomorphes :
elle du vercle § . et celle du disque D) (1 seguenc [ -1, +1];
%l on teate de circomscrire Sl avec D.‘. on est smenit & confondre
las axtrimicds de !)1 : R un certain peoint de S1 correspondraient deux
pointy de Dl, s=3 =xCr¥iémités : 11 n'"y aurait donc pas toujomrs bijection
entre les pointe de D, et ceux da Sl.

Quelles que soient les quulités de 18 norion de Srabilicd que l'on

cmploie, 1"intérit du concept ost considérable. Pour Etre d'une wrlilics

queleonque, cour ¢aleul prividonnel doft obligatoircment Stre Etxyé par
une Slyude de 18 stabilit® des r@sulrats, en fonction des variations qul

pervent Affecrer Jes domnées er dfvarses contraintes.

4. Sur les sspsces topolugiques considirés en machingtiques

On peut dire, de manidre un peu abrupte, que les mathénmariciens
canaldfrvant, pour 1'essentiel, deux types d'cspaces. Les espaces oumé-

Tiques dans legquels peuvent &tre plongdes les formes, ot les espaces



fosczionnels cu espuces des applicutivos d'une forme d=ang une autre,

2= emcore das représentalioms d'une forme par d'autres.

1 faus constamment wvoir présent 3 llespric que les muthémariques
ser lesguelles travaillent les mathématiciens contemporains dofvent
3riscipalesenst Stre comprises comme une représentacion de l'espacw ot
les odjets du monde physigue. C'esc cp pratique o= polat de vue que
Tilix Xlein expase dans son disvours sur "Ricmann et son fnflucnce sur
les mathimetiquus sadernes” (Viemne, 1898) : "Il y est quescion™ (dans

tes zourzs fragments de 1'oewvre posthume de Hicmann) “de quelques

rizcizes gqui a'cat ¢n comnun que ceotte idee auzjourd'hui bien g¥nfra-
lemez: adoptée, du moins par la nouvelle &cnle de paysicieas qui suir
Sawwell damz za théorie slecrromagnétique de ls lumtZre. Clest 1'hypa-
thizz d'aprés laguelle 1'cspuce st rempli d'un MMuide répandu é'une
==0iire comtinue ef qul est, ¢n méme tewps, le vihicule des manifextarions
fe 1z lumiZre, de 1'3leccricted et de 1a gravizé... Je veax falre cbzer-

wesz, e= v imsistsnt, que ¢'est dams cel srdre c'idées qu'il fauc cher—

Sher 1m source dew développezcats mathénmstigues purs diz 3 Riemsn".

e r3la Joui on physique psr 1a ndgativa des forcas agissaal % distance

: l'explicacion des phépaniaes au moyen des farces intérieures d"un

~

ther qui rempltc L'espace, ve rdle, dis-je, wsc Joud, cn malhémsrigues,

s2r 1s definitiom des fonctions au moyen de leur mode od'existence duni

le domaine infintcdzimal ct, par constquent, «n parriculfer au moyen

Ses Fguations diffeérentfclles suxquelles clles saliwfouc™.

Ziemann lui-séme dans zon artivle sar les "hypoth=ses nai servent
ic fomdement 3 la géométrie™, ferlt que l=i considératioms ausquelles
il parvieni,ort pour destioation finale de zecvir 1a physique ;i “Cuel

sows comduit dana 1o domaioe &'une autre science, dani le domaloe de Ia

"n sdeple de 1'agproche globale des phénomnes ne peat suivre
' B

orsqu'il Berit * "Les guestivas sur 1'immensursblemeat grand

5
[
n
'
'

ez guestioms inulil=a pour l'explicstisa de la mature”. T1 se rrouve



que 1'immensurablement grand, aussi dicn que Ll'infiniment pectr, chappe
wvEritsblenent 3 notre antendeamnt, of qu'fl esl exscl que 1'infiniment
PetliL paralt micux fatve parfie de nafré pature que 1" ismensursblement
grand. De par notve constitution, il noous est davsntuge porsible d'zper-
wvolr las Jetsils de 1'Scorce que 1'étendue de la fordt. Néammoins, {1
n"est pas sir que ce rejet de preandre cn ceasidératicn l'immensurablement
Rrand, ne solt pas, oo définfeive, unc fchappatoire et une erreur,

Riemsnn s'attache done principalement 3 "1'{mmansurablemenr perir,
C'aat wor 1'exactitude avee laguelle nous sufvana 1ea phincusnes daps
1"infininent petit, que repose essentiellamant noCre connsisssnce de leurs
rapports de cawsalitd™. C'asc aus’f aubhlfer d'une part qu'il ne peut y
Avolr causalit® sans scebilits, d"sulre parl qu'une apparence de continmuit:
et de simplfetr® peul cucher une multiplicité locale d4'Evéncments sccoo-
daires, pareeptibles 3 un ordre d'infinitude dans lec petit bien supSrfeur 2
felul au nivesu duquel les phénocmines sont saizis par l'expérience ou
pergus par laes gens. S'4l apparticnt au destin pronfthiean de 1"homar de
poursulvra sa recherche vers lx comnaizsance de 1" tmmensurablement grand
comme di 1" fememsursblement petit, il roste sage Sgalement de suivre
lz r2gle d'humilité hédbra¥que, «f de ecralve que ces exlremes serval 3
Jamals hors de notre comprihension, Te sAvan! resters tovjours sollicied
encre 1'appel révolutfounaire de 1'intelligence, et ls soumission scléro-

sante & l'inztfcution nsturelle,

¥ais poursulvons la lecture de Rfemann : "TLes propres des dernisrs
slécles dens la comnaissance de 1a nature wecsnique dépendent presgue
seulement de 1l'oxacticude de 1a eomarvuerion, qui est devenve possible,
gr3ce 3 l'tavention de 1"snslyse de 1'infini, et sux principes zimples
découverts par Archlméde,par Gulilée et par Newton, ot dont =e serr la
Fhysigue modarne, Mals duns les sciences naturclles, ol les priacipes
slopples wanquent eacore pour de telles ceazsryucrions, on cherche 3
caomma¥ire le rapport de causalicd an sulvant les phénoménes dans 1'étenduc
trés petite, sussi loin que 1¢ permecs 1a micvascape, Tas questioms sur
les rapports oitriques de 1'sspace dans 1" ismensursblement petit ne sont

dane pas des questions Super[lyes". Quelques lignes plus lofn, Ricmann



»"hEsite pay, 3 juste rsigon, 7 Fmeccre des deutes sur L'aptitwlc méne
des modEles piomsiriques dont i1 ssaelic les fondations, 1 représenter
"d#rat du nonde physique dans des Echellesx d"inlinisenl pacic d'ardve
Slaws : "Or, il semble que les coacepts empiriques, sur lesquels sonf
fomdfes ley déLerminations métriques de 1'étendue, Te vonvepl du carps
sallde ot celuf du rayom lumineux, cessent de sybsister dans 1"infini-
Zat petit, Il est donc triés légitime de supposer que les capports mé-
Tigues de 1l'cspace dans 1"iafiniment petit ne sont pas conformes aux
Sypothiéses de la glomitrie, «t ¢'est ce qu'il faudrait cffectivenment
admettre, du monent o6 1'on obtiemivalc par 13 wae explicacion plus
tizple dés phénoménes™. Les spécisliztes de la oicanigue guantigue =t
d2s particules Sldmentalves ne perdrafent sans doute rlen 1 r&3018chis
o 3 propos.

O peul denc conceveir les espuces numsriques en Tanl gqu'wespeces
topelogiques comme des images plus ou moins fimes de 1'éther. Des forces
I=zarmes lul {mpriment des courbures ct des torstons locales, ces farces
=C courbures soat YeprYsentdes asundviguenent par des mitrigues lacales

Tl difinizsant 1a glrometrie de 1"eapace,

Les principaux cspaces numériques sont : les szpsces maeTiques
"discrets™ K, l'ensemble des enticrs maturels, 2 = N [Ji- H) 1"ensembie

Sas entiers, o Ll"ansemhle des racionnals % tronqués 1 la m-iémc

28cimale (de ratio, rappdrec, p, q sont des entlers). Les ordinateurs
frevaillent sur des &1émenCa Appartenant 1 ces espaces.Vienneat ensuite
lzz espaces numériques "comtinus" comprenant §, 1'enzenble des racioancls

=, LlTensemble des réels & foroe de tous Jes noohres qui sear
z ==

soliz racionnels, soft frrarfoammalas coune '/f, soft algEhrigues comme 188 valenrx

g=i ==ulent un polyndme), soit transcendants
somme 2,%T, .4.) € 1l'enscmble des nombres complexes 1 a om b oy
#% ® zont riels, M l'ensembla des quaternions de la forma 1 a + Y- 1 5

*le=+kd a1, -1, ), k 3onr des unités fixes lifes enctre wlles par
Sz relations et 2, b, ¢, d sont céels,

Deux problimes se posent 3 nous : Studier les prapristés topologiques
fzs aspaces DUDETiques comtinus ; examiner la toreation des objets au aein
Za c=t espaca.



5T Ie yecond prodidfme peut retealr L'iacirSt imnédlat du spicfaliste
Gs-aystimes ~»i toutefafa un tel spicfaliste exisle- Lo premter prohléme
¢ paralt pas, 3 premidve wye, présenter une grande loporzance pratique.
En fafe, derridre cacte Stude, se cache non seulement la prohléme de la
difinition des formes, mwisx ausst eclul du pussygc, on marhémst iques
tout au mainy, du local su glebal. Ll @ar aupsruvant nécessaire d'introduire
quelnues notiony préliminaires.

5. La noticn de mdtrique

Lfespolr snejevr de 1'homme d'actiom qui fatt appel & 1'alde des
mathémasiques wyt de parveniy % des prévizions quantifides. Danz cetle
perzpeccive, les math@mariciens ont pricfsd 18 puticm de diStance entre
deux états, entre doux lieux, wntre doux polnts quelconques P wt M d'un

=“E¥pacc.

Lx distance wntre Paris et Marzedilie wul, peut-2tre, woisine de
10007y = 1047,40. ka, C'est oo Dur cay'un nombre décimsl positif ow mul,
un Eliment de 1'énsmmble notd: R, ¥sturellemont, 14 distance earve Myr-
#2ille et Marsaille est nulle, d (M, M) = U, quel que zoit 1'#1ément M
de 1"egpace. Un tradet étanc dovng, lu distanck kilopftrique est ly pime
pouy sller de Paris 3 Marzeille, vu de Marseille § Pazis =
4 (P, M) = & (M, P). Enffa, il est bicn connu qu'on rallange le parcours
=L 1'co faft un détour, Si wu licu 4"aller directemear & Marseille, 1a
voeyageur s'écarte de 1s route pour faire ua crocher par Simiane-1a~Rotoade,
il esr certain que d (P, M) £ a (P, 5) + & (5, M),

LA notion Je diztance est aussi dffffeile 3 safsir que celle de vpi-

finxge. Un egpace topologique muend d'une distance s'appelle un cspace mi-
triyue. Dans Ie toed, en pratiqus, Lous les cspates sont topologiques ot
Prefque tous socul meétriques.

Malz on sbsecvera cotte cyriositd : un wspsce topologfque SLant domnd,
an peut lul associer plusieurs métriques, of tvés diffdérontes les unes

des autres,



Prenons par oxemple wme teutlle de papter represeaTant un plan,
S ewe-i-dire des points enlouris de voixinagas "plats”. fee diztaace

pmtee dews poins de cot espyes peut Stre Svalufe en litzes d'essence

mmdss 4"un point 3 un avlre,

wrraloes de cos metzigques ant unc formularioa analytique sispie.
2 werd ame noracion : &tant donnds deux pointy !rés vetzinz 1l'un de
“wetre, on pete par dz la lopguene de chemin qui les jafac. Pour Gvalue:
tette lomgueur, on utilise en générsl 1o chioréme de Pythapora, dass le-
el iztervicnt lo carcs de s solt dsz. 1+ thioréme de Pythapore claz-

S opee permet de définir des mitriques pylhaporicicancs dans le plan

Sy 1"espace 4 troiz dimenalaons

> 2
d::z = dxf + dx2 . dxg

Berarellement, an pest R00geT 1 Lsbliv des oitriques plus ginfrales,
T
2 2 2 z

ds” = A dxl -2, dx.)_ * R, ulx3
W 2,3, 3, oot des censtantes, telles que ds2 reste posicif. De
wslles mitrigues sont dites suclidicmnes, 51 les coeffiicients R, ae
ss== plzs comstynts , mais fonctiom ¥, ("1’ Xas 13) des pointd
. = X)) ée 1'espuve dana lequel on se déplace, les métriques

correspondanzes sont dites rismannfenncs. En physique, oa ctilise [ré-

peummens la nitrigue relativiste



-
[

dsz

2 2 ? T
= b GEx)T-a (dx,.) -8 (dxz) - € (dx,)
os A=B=C=D=1l, X, = &6, @ diRignant & vitesse de lx lumiire,
t le "temps des physicians™. Fn hioloegle, 1'Stude géométrique deo la
sensation conduit 3 faire appel X 1A mirrigue senvorielle [3]

dy dy, .
dsz - "1 (—1)2 ) _‘)2 5 _3)‘!_
!

7(7? ’3(y3

6. Le {eu des Boules. Lo chiforfe des sphéres, Voisinsges ouverts ct fornd

Lez plus stables d'entre les objets primaires coostruits par la
NBature oat la forme de haules, Que 1'om songe 5 lx forme des astres,
de la coguille de natfx, de 1'&glise byrzsntine, des domaines accupia
pur les willages @t Tes villes, Auesi, désvrmaiz, les boules waor jauer
un réle fondamental dons la construction de noes abjers malhémsligues,
Elles seront les briques qui, asscmblies, constftuaranr nos Sdifices.
Certe approche des formes est coatratvre 4 1"espril de lu théorie des
systémes, o2 l'on prif&rs la dimarche argsnique, Les mathématiciens
n'ontl pss encore riussi A Merrve en oeuvre cette démarche de mantire

explicite dans la construction de leurs odjets.

Il est zxds faclle de définir la boulc de cencre a, de rayom 1,

situde dans un espsce topologique muni d'une m¥crique d, Celie buule
D (2) esc 1w liew des points x de l'espace micrique considécé, situds
3 une distance d du point a InfErieura ou Sgsle 5 1 ; 4 (a, x) & 1.

1

2
-4 4] v % ,’/'Z/’
_ s Ay
=)
2, 5 2
En dfmension 1, la doule Dl (o) = Dl dany R, centrée & 1'origine,
®8C 1w segment [-1, "'1]. Poaur obtepir 1s boule DZ ca dimenstoa 2, an
fait tourper D, aucour de som centre ; la boule L, z'appelie Sgale-
ment un disque. Ea falszanl pivoter le disque autour de 1"un de ses dis-

m=tres Dl' oo abtfent lx boule du pétanqueur DJ. ACC, .y
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Lés boules ont des bords, des parois, des sorces d'Scorce inmfimiment
mizces qu'on appalle des sphires. Ta hord de la buwle D, aDL est la
sphEre 5e 3 S, e compasc des deux points =1 et 11, emgemblc des polots
= telz que d (0, %) = 1. Lo bozd de 1a boule D,, mot® 302, est la
spiize S, : 5§, - z M, ensemble des poincz x du plam tels gue

2 (0, x) =1, wesL égalament le cercle (dw rayoo unité, de ventre 1'origime).

Lz bord ée la beule D,, noté ).03. est 1a Aphére 5,. Oo comtinue

afizst : labordde D est § ..
a n=1

51 on prend une orange Oy, et si on enldve zon Scoroe Sz, il reste
- L4 -
T lme el - 9! - - - - :.' :'
I"f=sizicur de 1'orsnge, noté Dy i Dy 3!)3 +Db, -5, *D,. jntdricur
&= 1 bosle ='est pas vide, Poar oxmmier 1"tnt€ricur de 1'vrsnge, 11 taut
== a=lever 1l'écorce, domt "1'ouwrir"™, cm déchirant cette dcorce. Une boule
e Dou'e
#mm= oo 2 enlews le bord (1'#curce) est dite ouverrw : D, ozt 1z boule
sewsrte de dimensfon 1. Le disque 7, Dolns le cezcle §, eat le dizque
L

et de dimension 2, Dye Le sepment [-L, -l] avquel oa A ScE lez
polats -1 ot +] esr 1o segmont ouvesl 5, -]-1, ¢1[.

Sz comtraire, le spicialiste oo farves «f arcrapes pout refermsr
L Soozce auzour de l'orampe "owverce™. L'ozange inirfale, tout comm

e Syr ens Dn' ves, S1RIT donc 3u déparl um orange, unc boule levmle,

Sme partic de R homcmarphe 3 1y boule termée T, @aC appelée un inter-—
wa e fersd ... de ®. Une parric de B homSimarphe & la beuwle ouverte nl

ot = Imtervalle GUVETt e.. o On peut naturellement faire des uctons £inies

& merrvzlles ouverls ou Sormds, ef on obtiendra wncore des parlies de &
gu= "oz dirz ouvertes au foymics ; lursgue cos pariies forment un ensesblce
semmews, on ezt en préwence d'intervalies, mais I a'y & polat de raison,

@ priord, gu'il en svil Aiesi.

Sazerellement, ces nolicns s'Gtendent wn dimcnsion supdricure. I
ameTT i 5‘., de gn' est homdomorphe i une Téunicn de parries de R:
we @ & nomiomorphez 3 D, os D, ’aniﬂ de K ou de R est
et emershe 3 oune reunion de partiex da R
Sonles fersses D, ou Dn'

-

" .
ou de R hoofomorphes asx

Powz sompes maintenant amés pour détindr 13 sorjon de varicte topalo=

o=



7. Variitd zapolagique dé disension o

]
Les briques de polre comstruction sont des houles ouvertes. D cat la

boule ouverts de dimension o, um ouvert de R" wst une sorte d'empilement de
boules ouverles de Lype D7, 1s réuniom de ces hoales § on remyrquers que les
"interpéndtraticns" cntre boules sont possibles ; la dimension d'un ouvart de

BR  asr fgalement n,

I ouvert de R Un cuvert de llz

S ft
Lan
——
g
=

¥ous pouvony myintepant passer 3 la dEfinfrfea d'une virlété topolo-
gique vEelle ouverte de dimension o, D'abord quslques exesplezs : lx dreite
gFumitrique R est unc telle wartdrd, S vous plier ce f£I1 pathématique,
vous cbtencz unc courha possidsnt de nusbreuses ondulations, cette courbe
#3l encore unc variftd ouvarte de dimension 1. Le plan ost une varidcd ouverte,
»l toute surface obtenue par “"dEformstion" de ce plan reste une varisrs

vuverte de dimensfon 2, C'est le cas de tocute portion de sphére s2 "ouverte™.

Volci la d&finizion cumstructive : une variftd topologique céelle,
ocuverte, de dimspsion o, '.'", est un aspace ropalogique dit séparé (c'est-
d-dire deux poinrs guelcongues de cct espace posgedent des voisinages res-
pectifzs disjolats les uns des autres), domt rout point posside un valainage
ouvert homSomorphe 2 un auverty de R° (domc 3 unme riunion de houles cuvertes
de Rn).

En pratique an se domme un cascxble (le plus petit pessible) d"ouverts
'Ji qui recouvrent . Chague ouverr ='sppelle une carze, ¢ 1"ensemble
de cas owverts un atlas. En fafr, comme Ui est homicmorphe, psr deflnitiom,
I un suvert W, de K", les mathématiclens appellent carte 1a domnée du
coupla (U, P.) od ?t t M —»W,  désigne "honfomorphisme suquel 11 vieat

a'8tra falc allzkion,



Sererellemenz, une varifté topologique cuverte peut Etre levmde on
Semcaac == bord. Par exemple 3 'Dz, gn rajoute 51, et on obrient o’
W msr mme varlitd topologique foermie de dimensfen 2. On remazquers ici,
% fafz szt giedral, que 1a dimensfion du bord est intérteur de use wnité
¥ L fimsecion de 1a varista levmda.

Toetes les variftés que 1"on coosidére ici went des variicds homogines
W pelar ce woe de 1z dimension, ST ce n"Etait pus le cas, on parleratc
Wms Se warlétés branchues: exemple de varidtf branchue, un morcess de drap
WSisk, demt leos frangez forment des #1dments de variéed de dimension 1,
Ss = goelgque sorte aw corps du drap, ume varidrd de dimenzion 2.

Les warifcéz qui reticnncnt le plus souvenst 1'atteation des mathéma-
Wlems sonc das varidtds ditfirentiables. Cv sonr des varifefs topolegiques
W pessisent ume propriftd supplémentaire. Celte propricd a trait awmx
PEEsssdements dof CuVerts v, eatve eux, raccordements qui se toat sans
W iaeits sucune, de menidére "1isse™ pourrait-on dire. Le paragraphe

W muin st uz préczladble qui permellra ensutte de précizer la questivn.

W s sssion 2'application et de variéte différenciable

Selz v 1z position d'un mobile 3 1'instant x. Pulsque cette position
Wt #¢ 1" fnstanc cholgl, en est fonction, oo peut #erive y =t (x) ou
—-—

I xé Ri—py €8,
S wicesme sovenze du pobile v enlre les dates x ot x +8x = x'  est Sgule
S Sapmmewr eptre 1y distance parcnuras y' -y et le tempz mis 3 parcouric

e $18T wecw x'-x-‘:-

W - -y [ (x'-%) = (f (x+8x)-E (x)) [&x.
B vzess. stantanse % 1"inslant x, ou d€rivie de £ en x, est ly limite
e ae ¥ guand 1'intezvalle temporel &% tend vers zéro -

W =@y [ &x = 1im ($x_o0) (F (x +8) - £ (x)) /dx.
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T1 est lmportant, pour lz suite de l'exposé, de hian comprendre la
Signification géopétrique de cette dérivée. Le dessin va toul expliquer,
Représentons dans 1a plan (%, y) 12 position y du mobile en fonclion de
1'instant x, et désignons psr € 1a courbe abtenue, ca général une varises

différentiable de dimensica 1.

? | .=

>x

Tragans 18 deoite g joignent les pointa (%, £ (x)) et
(x +8x, £ (x +8x)). Cette droite [zit un sogle @ avec 1'horizenrale or, par

définition, tgf = v.

Lorague &x tend vers 0, 1x drefrs Dé'x pivote autour du point
(x, £ (x)), et za positica linite est 13 taogente T € Au point x i ln
courbe C ; I C fait 1'angle Gavec 1'horizontsle, et T = dyfax = 239
TC

) .




Ainz{ la vitesze instantanée Q. Egale 3 tge. peut Stre reprézentée
par la tangente 5 1a courbe C. 5i dooc on se donne «n chague point de C,
un vecteur uaité porté par la tangente ¥ la courbe on ce peint, la tan-
sente de 1'angle que fait ce weecteur avec 1'horfzontale, est dgale 1 la
Vifesse instantande du mobile ¢ 11 y & done Equivaleace catre vectours

Sangents ot vitesses,

Suppusons maintcnant que 1¢ temps nc soft plAua untdimensfonnel, LA
Position y du mebfle st fonction du remps mulCidimensionnel (xl. X,
vesy X ). On retrouve le cas unidimensioonel en fixant leos composantes
Eyr s X du temps. Dans ces conditicms, on peut fabriquer unc vitessc
.asta.nt-m«e ? y/)xl duns lx direction temporelle X Fixons de la méme
fagon les composantes temporelles Xys Xyy 4es, X 10D peut fabriquer

n
=e vitesse inztantanie 7yﬂx2 dans la divection tesporelle x;.

A 13 fonction f : (xl, Kyy aes xn)eﬂnp—sy €, an A [ait cor-
Tespondre son vecteur dirlvée, qu'om appelle sys=i som Zradient,
= - (7f/7!1. )l‘f)xz. wees 95/ 0 x ) (oa a remplacé y par £ RPN )
iz=s 1a notacion 9y).

Supposons maintenant que 1a pasitica du point mobile /& Frouve
2£fiale par o coordcanitas apatialas ¥ys ¥g3 sves ¥p» Ghaque coordonnée
¥, £zant alle-nEne une fonctlon f, du temps pultidimensionmel
L Tys vees x) Py fl (xl. Ky anes x"). Danz ces conditionsz on
2 e spplication

a n
Fooolxg %y eeny x)e Rl 7y wen 7 )E KB
2ifisle par m composantes fl’ fz, ssey :'n. Ce gui distingue donc une

fomction d'une applicatfon esg 1a dimenzion dé 1"egpace hurt. DAns Te cAs
2 =e focaoction, l'espace~-but @st I une dimensfca ; dans le cas d'ume
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applicarion, l'cspace-hut est % n dlssmsions, o fonetlana somt donc
WFressaires pour dffinis cette application,

lx notion d'applicartion Stant supposie ssginilée, £l ne reste plus
4v'3 précizer ce qu'ca cntend par applicacion différentiabla, On veut

dive par 1% qu'il exisre des dérives jusqu'd l'ordre farini.

Sil'an a2 y = £ (x), =a dérivie wst encore une fouctioa de x,
qui paut, ou non, Admettre une divivée. On SUPRORE que cette dEvivee
*xizte, or qu'ca peur répiter, @ 1'fnfini, le processus de dErivation.
S5t y-¢ (15 wees %), 1o fonetion est (indStfaiment) dLff&rantisble
81 toutes les dérivies particlles successives adwe|tent cllas-olnes des
dErivies particllas jusqu'i I'ardre infini. lne spplication ¥ est (indé-

Cintment) difriventisble st toutes les fonoriony composantes [, zont

1
cllira-n@mes fndsfiniment diffSrentiables.

Introduizvns entin 1x notica de varisté diffrentisble.

Une varisté difrirentiable ear ¢'sbord wae varised topalogique. Une
varifed topologique possdde des rartes (v, (fi)' On vaur passer d'una

parte & 1'autre "différentiablenent”. Coomont va-t-on procdder pour
changer de carte ?

Veiei &'abord 1y carte ar,, TL) :

v
< " ﬂa_«'

e

-
L
_—
&
>
PR
\—v

Puig la carca (Uj‘ ?j) :
- — U l;cn‘

7 ! \?__.ﬂ-’ SR ‘f: {U; n U‘)
§

On comsidére la partic ceamune X U, er v N Uge Pour que
15 variété topolegique soit &galement JiffErentisble, il Zaut que !'applf-
vation quli purmet de passer de ?i (1.'1 N tlj) 3 91 (uin Uj) solc
differentizble.



3. Questions localez ct glodayles : un Apergu

5t 1'an s¢ reporce 3 la définitiom des vari€leés Lupoluogiques réeiles,
= IonACATe gue caR objecs mathfmatiques soot homfomorphes % des partiew,
ze ﬁﬂ, voire & R® tost eatfer. Uomme nouz avems de la peine 3 imaginer
1"tafi

Tiafini, nous nous en Liendrani Au ¢as oil les doemaines occupés par les

. e n
slomgenents de ces variétéy dyns R =moot borads.

Leuss proprideds topologiques =sunt Alors les m@mes que celles des par-
ties 22 B, Mous n'catreroms puy ici dans 1& d¥tail de 1"analyse technique
f= cos propriftfs. Ces parties, dites localement compacias i ve n'est cone
paczes, sont caractirisfes par 1l'honopéméité de leur texture. Une proprieéce
2z zez ohjats ohsarvia lacalement sur un voisipage d'um peint de 1'objet
2 Ezend on gPaldral en une prapriied globale, vérifife sur le voisinage de
toez point de 1'vbjet.

Tour une dimesnzion n donnée, le pusszage du lacal aAu glabal ae fafr
trivizlezent pour un type d'objet doomé.

Les variations, lorsque change la dimension n, des propridcda 4'un

s ez 22 type donnd peuvent obEir 1 1l'unc des régles svivantes :

14 propriété ne varie pas quand ova pRsse de 1a dinenszfos 1 A la dimension
2, ou & lu dimension 2, ou lorsque 13 dimengion n esc supdrieure ou

fgale 3 5. Les cas tronsitoires n= 3 &0 n = & reigfent nsl connus,

I. 1z propridtd ou plucdt une de ses caractéristiques connsit une varistion
eriodigque en fonction de la valeur de la dimension.

I. Lz propridc peuc @cre Fcendue sur un cspace plus vaste 3 condition gue
selzi-ci ne davianne pas Crop compliqui. On caractérise en géndral de

=anlire Algsbrique 1'obstructiom & une rells axtenzion.

Tm rencontre sinsi, en topologie, comme dans 1'dtude des aya:&ms,[‘)],[f
Ses problimes 1ifs au passage du local au global, en d'sutres terpes des
poublimes concernantla dfcentralization, (une sutorité globale peut en Esit



fcre exercie localement avee un pouvofr su mofns Sgal d'efffcreicd) § om,
Au contralre, 12 géodralisacion des wodes de coapo¥legmnts wl des Jeci-
Alons Tocales sur 18 arvuetare (Aduninfsrracive, soctale, Scasomigue) dua

Ayardne considdrd,

L'analogle que nous Venons de remavtguer <30 hien siir (res qualitslive,
Elle pe dibouche pas dang 1" lmoddist =sur wne intelligence smeilleure des
orcanlames d'ohstructfon, des effets de blocaps ¥i noshreux dans les wo-
ciftés contemporaines. Le seul intécet qu'on peut trouver I établir cotte
anslogie, est, pour l'ipstant, de zmaintenir en éveil, z'il oo &tait besotin,
1'sttention des respomscbles ou des spfcialistes on organisatfea, sur les
problémes posisz par les rapparts cntre glebal et local. Pour arriver X
faire fructitier notra analoglie, [l conviandralz de pouvaly domper des

représcentations topologiques des dirfirents systénas TAAcONLTEA wn pralique,

10, Rapréseatacicm  topographique primitive de gquelgues cbjets

Considéré 3 un instant doand, tout ocbjet occupe un domafne sparisl U
bicn défini dans un aspacs & (rois dimenzions. Ty topologie des variétés
de dimenszfon 3 eat Avdue er epcare mal connye. ¥ous nous contenteronms deac
d"exaniner quelquas propriétes Lopologiques ¢n dimension 2, d'sutant plus
quc nous ne voyons qué lé bhord des objets ; or de manifre générale, le
bord gU d'un objer U de dimemsion & est un objet de dimensica m - 1. Nous

n"vhiervons donc que des variétés de dimenzion 2, on les appelle des surtaces

Nous ne considéroronz icl que des surfaces orfentables, On s=il luvules
les comstruire 3 partir de la sphiire S,. I1 saffit ¢"ajouter der unses 3

une anse on dimension 2 &st hamEgmorphe 3 un cyrré Dl x DI' §1 on courhe

cc carré, on peut le Tixer sur ly sphere 5, le long de gox ctis
Cette opitracion s'"sppelle un attachenment d'anse. Une surface orientable
de genre g s'odtient psr sttachement de g anses 3 la sphdres S,. Un mor=

ceau d"ume telle surface est encore unc variéed de dimension 2 er de genrs
au plus &gal 3 g. Compe il cst bicn comnu, une feaflle de papler percés de

g trous est une telle varidsd de geare g. TouCesz Jes varietss compactes, par
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consfquent plongesbles & 1'intérfeur de domaines bomnér &'espaces numi-
riquas de type R“, ol m est suffisamnent grand, pcuvent ftre comstruites
en actzachant des anses 31 une sphiére de dimension convenable.

On &'int¥resse on falt [rgemment 5 1a topographic des domaines
oecuphs par les systiémes., chaque fois que nalt une compftition (&concmique,
politique, militsire), On s'interroge mon sevlement sur le genre de la
surface, mals Egalement X 52 ccancxité, en cherchant T neshre de ses com-
posantes comnexes. Le domsine est connexe par azcs {deux points queleomques
seuvent &tre joints par un arc de courbe enti¥rement citué dans le domsine),

il ne possé&de qu'une seule cumpossnte connexe, lui-m@nc.

Une mithode d'étude de 13 commexicd consiste 3 cholsiz un point deter=
®ind & de 1'objer, ot 3 cxaniner les proprintiés des lacets de base a,
l.e. des chemins d'origine at d'extzémits a. Supposoma que dans un weisinage
domné de 1 i1 a'y &l pes da crou ; alors oo peut déformer faul Tacer de
Dase a2 et contenu dans ve voisinage de maniZre 3 le ramener yu poinl 3.
0= dit alors que ce voisinage est contractile, et que les JAceTs RanT
nomotopes au point 3. Ces lacets forment d'atilleurs un groupe doat 1'81e-
ment neutre e3C le Jacat nul, autrement dit 8. Si e vatsinage conticnt
un vide, on ¢omatate la prisence de deux types :de lacerts de haze 3 @ coux
qul entourent le vide, et les autres qui sont homoTopas Au point a. Le
sroupe des lacets de base a, ou premiar groupe é'homotopie, ou groupe de
Foincarsé, ou groupe fondamental du Jomaine U est noté I!l (1,8). 11 5e

raziéne dans le cas présent 3 deux éléments ! & et un lacet 1 qui encerele

le domaine vide ; Lous 1es aucres locets se dicomposent oo lacets

ilézentaires bomotopes seit & a, soit & 1, Ts vosnaissance du prenier

groupe d'homotopie d'une surface est domc équivalence 3 la conpyisssnce Ju

grare da catte surface. Lorsqu'en est oo présence de varittés de dimension n
sepirisum 1 2, oo caractérise Mumy propriftés de comnexitd A 1Taide des diflerencs

groupes d'husotopie I'.k. obtenus «n faiszant passer par le point base a, non

plus seulement des lacets homéomorphes A ) maiy plus geodralement des

sphiéres Sk (k < n).
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Las vari€lés de dipenzion |, courbas, porctions de coucbes, peuvent

Zlre Fpslement utiles pour la représentslivm cuncriéte des commumications
entre objets ou & l'incdriaur des objets, et pour 1"étude structurelle des
systemes cux-mémes. La théarie des graphes est un outil bien comnu. Il

sc pourrait guw lx théorie des moeuds trouve un jour une applicarion

prarique dant des Etudes de trajectoires dans les espaces A trolis dimensions.

Appelons nvewd sizple une courbe fernfe dans 33 honioscrphe 2 Sl, wt
naed composé une union de nocuds simples. Les noewds N sonl en cours de
visysilication sclon les propridrds de JTeur projection sur un plan et

xelyn les propridtés du groupe tondamental de leur complément dans 33.

11. Représentacion des propriétés ep un point. Notion d'espace £ibré

Cemsidérens un vbjet, un point 2 de cet objet, et un voisicage U de
ew puinl. 5L le voisinmuge de a est assez petit, mous supposcrons que
1e8 proprictés de l'obiet sur U sont pratiquement les mémes que les

propriétés de L'objet en a.

S'Il s"apiz d"ua objec physique, cef proupristas peuvenl svuvent &tre
caraccériates par des nosbres, feprésentanl une teppérature, une longueur
dlomde, wtv... Pour un ohjet Economique, ces propriftds panvent correspondre & ur
tyux locyl de production ou d'utilisation d'un bien domné, 3 un degré

d'imprégnation ou de satisfaction d'un desoin, cte...

Que 1'an sache ou pon faire Ll'iaventaire de ces propridtés, que 1%on
yuiﬁﬁu au nan e SeiereY Jdes valewrs, oo adsercra la P&Iﬁﬁihilitﬁ thhl‘iQHﬁ
de Teur ss3socier un ensenhle de valesrs numériques, On Supposers Sgulenent
que ¢el epsenbls 8 privzi de valeurs foroe une variéte dilférentixble V

-3 . oo Sip
dans un espace K, n étant ex général assez grand, et que cette variété
3 v

des &tats reste constante quand om passc du point 2 3 un autre point a de

1"abjec dcudid.

50T désigne le dores | ne acrupk pay l'objc:. V x D contient tous les

élemwnts caractéristiques possibles de [Tobjec.
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Uz diz ici que E= V ¥ D ost un espace tibrE trivial de buse D ac de

fibre Vau dessus de chague point 3 de D. F esc appelé 1'espace tocal.
Dans 1a pratique développie jusqu'd ce jour, Hua seuls £ibrés auxquels

om xitl faic appel somt trivisux. I1 existe des [ibras non triviaux, mais
sous ceux zur lesguels les mathémmticiens travaillent % 1'haure actuelle
sont localement rriviaux : ils sont Jocalement de ls fovms V XU au

voisinage du poinr a.

12. lazroduction de ls dynamique. Sectivns d'un fibré. Chumps de Vecteurs

SyaLeme dynanigue

Un des bura majeurs de lu recherche de la counnaissance est d'ssgurer la
suzvie de 1'individu et de l'espicw, wt si possible nima, d'en anélivrer
Lz zorc. Comme tout change, il est nécwassire de préveir 1es Svalutions

das objers. C'est le rflw= de la dynamique-

Supposens que 13 variété V des Stats d'un objet soit le plan, et
22’2 partir d'un tat ipitial donnd, on puisse suivre instanl par instant
Loz mocifications de cat Etat, On paut alors reprisenter pac une courde €
fans la plan V, le liew des valeurs successives des paramitres qui reprisentent
. C A A \eesgsgvgxn;l hAr
1"2s: P du point 3. Changeons d'étst initial,om suppowse Tw V tred volain

iu precedent. Alors la caurbe d'évolution C' ou trajsctoire ou vebits

sssociée 3 e nouvel &tat initial est en ginEral trés proche de la courha C.

G -
Y iy, =, e PP -
//-- e e !

Puisque chaque trajectoire € est 1a ligne de déplacement que suit le
mctile P, celui-oi posséde & cc poinl wae Vitesse ; 90 4 VU 3u paragraphe 9
sez cetts vilesse cst entirement définie par la direction de la tangeate
T - 3 1z courbe € au peint P, Si, en tout point P du plsn,.on trace le
.:::a_r snité canpent & la trajecroeire passanl par ce point, on cbtient
s« gu'on appelle un champ de vectwuXs. lmaginez un champ de biE [ chaque
s.llon =51 caractérisé par une ligne de blés en rige ; couchons chague tige

fzmz le sems du sillom, Iws &pis tous orientés de la meéme tagom.

= trouvera dans le n"4/ (Scptemhre 198]1) de Pour la Science un exemple o
wopioi, en pavsique aramique, d"wn tibré nom rrivial célsbre, Le ruban de

mootius. Il ozt localement trivial,
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Ces tigas, tungentes 3 la ligne du sillon, représencent les "yecteurs
vicesse™ d'un déplacement 1& long du sillom. Om appalle systéme dynamigue
Ia dynnée d'une varifcd V er d'un réseau de crajecioires sur cotte VAriacs
3 tout systéme dynamique est domnc associl un chesp de vecteurs. Un ootw

par X(F) le veereur existant em 2, et par X 1'ensesdble des weateurs X(P) of
P deerit V.

Riciproquenent, supposons donn® un champ de veezeurs X Aur lx variété
¥V (suppusfe compacte, poinr de d&tsil), Choiszissons un paint P de V.
Dessinons le weeteur X(P). On peut faire passer par P une ULrajectoire, Si
P' est un poinc ryés voiwin de P, la crajectoire wal telle que X(P") lui
Boit tangente. De pruche en proche, on reconsrituwe, & partir de la donnde
des veecteurs tsngents, des trajeccoires qui, duns leur totalité, remplisszear
V. On peut donc définir un systéme dPnamigue pyr ly donnBe de la waridcd
V ¢t du champ de veeteurs X gur V @ ﬁ - (V,X).

Supposons doanie une surfxzce S dans RJ. par exsmple upe puction de sphés
ot dessind Sur cette surface, un réscau de trajeclvires, En un point P de s,
existe un vecteur tangent X(¥) I la crajecroire. X(P) est contenu dans le

plan tsngent 3 S en P, soic rps.

- - m?
Ce plan tangent ast isomoriphe 3 R .

B’ : ¢s{ engendce pyr deux droites, donc par deux veeteurs da base !
e, = (1,0) et e, = (0,1). Tout &idment (x,y) da R
(x,y) = xe, r ye, = x(1,0) + 5(0,1) = (x,0) + (0,y) = (x + 0, O + y) = (x,¥)

a'Rcril sous ls Forae



Torsqu'an veut signifier qu'on cravaille sur un espace taogent, on
utilise une yutre notation pour désigner les vecteurs de base qui engendrent
cct espace tangent. Au licu de €y om waploin ”“1' au licu de e, 3.-"01.’,.

au licu é'un éventuel e aléxJ. ctc.

1,(9) -X ffl’ *2) X(P) = X{x,, ‘2) = (xl. xz)

~

3ox, Xp(P) = Xp(xs x;)

3
>

uaxl

Supposvas que Tl’ S xit sun vrigink en By b qu' il seoit rappartd aux

vearsurs de hase 3/3 ‘tl a3 Wlnrs Fonf veetunr ¥ (B)  axr 1x

x®
- 7.

somme de deux vecteurs @ le premier wecteur est la compozante de X ()
selon 1'axe 11, X, (#) 33 ® 3 le zccond vecteur ast la compazante
de X (F) seloa l'axe X,, X, (?) 33 x, ; etc.

X(F) = | {(P) 3/3 X Xy (B) af3 %y

Felsque P % pour compusanles % ®C X, OB peut gerire &galement :

X (!.‘. !7) - “1 (Il.. x;) 23 x * xz ( i ‘2] ar X2 )
et de maniére plus géndrale :

X (xl, Kar wees xn) - ¥ (xl, avey xn) afd X E, (xl. ees xn) ald =, +

* cee t Xn (X]. ey "“) 3,-‘ Xn

Supposons que V spit wne varicne dirfdrvenciable. 1! axtiste en cout

polzt 2 de cette variété um espace Llungenl TA V. T& vEunion TV, larsque



v
2 parcours la varited Wdes expsces Langents P s'appelle le rehrd

tangeat 4 V : SR base est V, lu [ibre en a est I V gquf csc un capace
izcmorphe & &, &i n wsl ly dinensica de V. Soit‘s 1'applicatica qui,
au goinl » de ¥, fsit correspoadre le weetcur X (a) du champ X défini
sur ¥, Llocslenent, s est unc application ditrdrenziable gqui ==l en vor-
reagomdance 3 et 1'élémont X (&) apparcenant & 1Mespace Langent I,V
globalement s est une application de V danz son FIWvdE ranpent TV, sppelée
une section différentfable du ribrd. L'observation de ve qu'il advient

en dimension 2 oot 3 llaripine de corre denceinstion,

Représentatfons des Swoluliome des obiets

Ui domaine =léwentaire U d'un cbjet, passdde des gropri@rda supposces
sesursbles ; leurs valeurs peossidbles dierfvent la varielé ¥V'. Leurs valcurs
r¥elles o'ont pus de raizen 4'8zre consrantes Au vours du temps. Ua chaxmp

de vecteurs X' sur V' déerit cecce Svolugfon,

Dans ly pratigque ordinatre, V' &ar roul simplement Rn‘k. Oa fait
1% distinction cntre deux types de parsmslres : i) des paramétres ou
varisbles d"8car x_, f = 1, 2, ... & 3 4ls preancar der valeurs que
NOUS N ANMMER pAS ;mnm de fixer a priert ; f1) des varisbles de

déeistoa ou de cvatcBle wuw,, = 1, 2, ..., k, quf, av contraire,

pewvent varier selon notre bon voulofr:lamanipulstivn d'un artéfact,
comee lourner un bouton par axenplé, parmel de msintenir ces variables
A dew valewrs de notre cheoix.

Fuisque 1os warishles v, sont sous notre dipendapce, il suffit
d'examiner la varistiom des variazbles d'&tac %« PaA¥ comséquent, nous
Etudians, wn définitive, los courbes d'dvolulivn der propriftés de 1'ab-
jer d&linies danz V = &" PRY un chymp de vecteurs X, zous le contrdle

Jes vecteurs u appartenant 3 Rk.

Au point x da ¥, & 1"instant ¢, le wectcur tangent X {x, t -g_:

¥ vne valcur donnda par une expresszion de la forme I (x, w, L) oi

£ cst unc applicslion de £ x & danz BT :



ddx

ac - £ (x, v, £)

0m puut coneevoir ditrdrentes situsrions @ .

1) On passe d'un domwine U & wn domaine voizin U' de Tlohjer @ w', ¥
Vs Gl = alali ) ~a 07 " : g

or u restent iavacisntsX T eovolution foute entifve do 1'ablet est
diterite par le systéme diff#rencicl % = f (x, v, T)s

11) On passe "= domaine U 3 un damsine volsin U' 3 V', V et u chagent
tous lex rrois. Pour chague dumyine, 11 faut résoudre un sysloéme
différentiel, =1 recaller Dorceuu pr mofewau les solutioms.

2i4) V' et V restent invarfanca, scul u varie, On procdde ea principe
comme en 44) ; en fait, woe dtude 2 priori momtre qu'il exfare des
glages de wartation de u sur lesquallas la solutica ne subit sucune
macditicacion bien fondamentsle, (n renceatre, au contraire, des zones
critfques pour u aucour desquellws TR solution comnait des changements
qualitatifs Importants.

Dans le cas i), les sprelalistes des systénes physiques ot de la

tméoric du contrdle truitent surtaur le cas linéaire et decomposahle

— = Ax+Rau

Tis imtroduisenl souvent use &quation d'vhawrvation des paramitres X

I Iravers un apparefl de nesurc
z = g5 (x)

Tl lewr srrive de tryiter des prodlimes légéremwnt plus ditfticiles comme 3

1

3
- | 4 2 e
== = 4 x (2) #zﬂk*(!'h&)’Bu(t) %xku(: hk)
1

® Jes B feprEsentent des retards sur 1"inslanc c.



14.

L'auteur dc cc rappert n'a pas rencoatrE d'emploil trés valahle
ide cwg Cypes de modéles on Sconoente pratique @ les Squacfoms qu'on
pourratt &zablir mangueraient d'assise taat sur le plan structurel

qu'au niveau des coctriciencs doar 1ei valeurs 2eTalent rop nal cannuss,

La thioriec des eatas:ropho.s traite en princlpa une Pﬂf:iﬁ du ¢cas
‘l’z. 16 uJT 18'/
118), Nous vandvons couple, suxparagraphes V) de T4 Thiorie dex calys-

trophes #lémentuires.

Cas i, Elépente singulicrs. Stabilité de positiom. Stabilité structurclle.

233O 2 As s
Bifurcation

1. Lorsqu'm foudle un ohjer quelcongee, on w'intSresse Avsanl rant

-

A ces parties de 1l'objet o0 ly morphologie se modifie. Ce sont les zomes

criziques ou Singulifres de 1"objet, Enlre deux zones criliques, ls mec-

phologin Yesre unifarss, Par comséquent =eule présente de 17intsrsg 1'e-
tude dex morphvlogies au voisinage des zones critigques. Par ailleurs,
celles-ci svnt peu nozbreuses ct de faible &tenduc devant les plages
régulidres ot monotones 4'aspect.

Il a"agft 1% J"une proposition générale : le cooplénentuire dups ¥
des ¥l¥ments erirfques d'une propri®td définie sor V est dense dams V,
LR notion de densite methémstique zejoint ly notion habituelle : A czt
dense duns V =i tout voisimage d'um point 3 quclcongque de A coaticnt des
points de V. Une propriété cst générique sur V si clle est viriftde sur
un sous-cnsemble A dense dans V.

Ce n'est pas une obrevvarfon bhien prafonde que de remarquer, dans
les soctftis hunaines, le rdle des individus singuliers face 3 la masse

"sans visape" de ly foule moutonnidre.

Les pofnts singuliers d'un champ de vecteurs somt les peints en
lesquals les vecteurs vitesses du champ s'annulent :

£ (x, u, g) = O.
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Ces points singuliers peuvent Zfrs attractanty

- =
~
) g

(ay ) Wz~ =
9 I~ G

foyer fover noeml 4 poewd ditpiadrd

rouzes les trajectolires au voisinage des ATCractousy ponclusls convergeat
vers cas points ; oo les appelle dralevent des puifts. Ce= puirs peouvent
Ztre des foyers, ées mocuds, (voir f£igure 1), Un point singulier arcrac—

szt est stsble en positice : =i on Scarte un point mabile d'une tellw

sositicn zinguli®re, f1 2 toendunce & revenir sponlapfment Wwars cette

position.

50 oan inverse le sens e parcours de routes les trajecloires dans
les exenples précdédents, les points singulis=rs devicancat cépulsanrs 3

m les appelle dos sources.

Oz peur caractérizer, du point de wue anslyligus, sources ou
suits de memisre cré&a stmple : si, au volsinage du painc conzidénd, les
walaurs propres de ly mstvice A de lu partie linfaire du chasp soat oe-
gatives, le point singulier eat attractynl ; =1 ces valeyrs propras scat

positives, 1& champ cst cépulszant.

Dazs le css mixte, le point singulier est appels ua point c_g}_ [
soint selle, Op peut rencoatrer des situations plus complexes.

/e

point - col
hyperbalique pocud=se]le

v




11 existe d'aulres enzexbles attractsarcs ou répulsanls : c& sont

- 3
les cycles lmites, diffécenrphes 2 Sl. T1s peuvent former dama B

dos noeuds disposés compe les anncaux é'une ehalne.

P 3
@ ®) (@)
|\t
C,dl: inciakley Cy:l: stadl ‘7 ke 7 r’ A
2 Un chbjet marérial Stant dooné, i1 posséde certyines qualicds de

stabilité ducs sux propriftis de résistsncs de za structure devant les
coups de 1'cavironmement : 11 plic mais oe rowpt pas. Pour Etre de
quelque utflité, tout modile conccptuel ouw factuel de 1'objet matdriel

duil prisenter cos mames qualirds do solidits. D'od la mécespits da

proceder & des analyses spprofondias de la stabilird structurelle des

représental ions mathénatiques que 1'on congeit.

En matifre de aystéme dynamique, on dEfinit divers degres de sta-
n1l1té struclurelle. Le principe géndral de cos définitions veste le
s#2pc 1 on dirs qu'un Aystéome dynamique est srructurcllement stsble &1
une petite perturbation de 1a valeur de parsmérras (pour des valeurs
données des variables %, el "J’ 11s définiysent 1'3rar du champ)
ac modifie wn riea L"allure générale des trajcctoizes. De manidre un
peu plus précise, disans que le chupp de veoteurs ‘Ll pitus dans un
voisinage du champ de vectewrs X é8fici sur V, engendre un réscau de
trajecratres qui se déduit par ws simple homévmorphisme h du riszcau de
trajectoires ¢éfini par X sur ¥, 1es deux systémes dynsniquas (V, X)
sy (V, xl) scat structursellepent scahbles.

Une des sfructures dynaniques psrmi 108 plus sizgples el les plus
répandues dsms les conscructicas naturelles «sr ealle de 1"oscillateur
l¢ Liénard-Vun der Pal, Le aystéme dynamique ext définl par !'actiom du
(havg de vecteurs X (x, u) = (xl (x, u), K, {x, u)) dans le plan Rz

Jdex puints de coordeanées (x, u).
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X, (x, w) - % - -k [x" - Ix ¢ u]
o) - - ox

Lorzque T cst treés negatit, il a'y & qu'un seul attrycteur, un noeued.
~
torsque la valeur négsrive de T est comprise eatre T et 0, il n'exiace

g«'un seul attracteur i ue foyer.

-~
Torsque 1a valour positive de T est compri=e wntre U et I7, co est e nri-
semce &'un foyer répulzant, une =ource, eatouré par we cycle linmite
»~
sterzctant. A Jeli de I', le cycle ne change pas de nalure, mais la

source est maintenanr an nocud.

$1 la paramitre T prend des valcurs Eleigndes des valcurs dites
A -~
2z bifurcatiom, I, O, T', 1& ayscéme dynsmique wat atructurcllement
srable car des variations méme fnportantes de 1s vAleur de oc paramitze

we chapge en rien la nature du ou des licux sianguliers du champ.

<+ FaTeo oxm &7’ Ter

"

L 1Ten fesiine, dans ll’ rapporl® Aux trols axes x, v, T, I= lieu
fes sttracteurs et des répulscurs (en puintilid), oo obtient 1a Fipwre

- -~ '
szova=te appelée le bonnet d'astrcadute

=
4 "' aalean I
—T <. _’___----
v
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Nous alloms Stendre l¢ champ de vecleurs de Lifnaré-Van der Pol, d&lint
sur 82. en un champ dé vecteurs sur l'lJ par 1"¢ntroduction §'une com-
posante supplémentyire Xj (x, u, I) = % - =g ol lc vogbre posirit

A une valeur tris faible,

Les trajoctoires viempmat alors glisser Je Jomg de l'antenne du

boapet, «t s'cnrouler en spirslant lc long du coe de o= wine boanct.

Comme £ @3t trés petit, 1'cbservateur pout Stre insensaible I L'Scart
cntre deux enroulements des trajectoires, «r croire 3 la présence de

cycles quantitativemant szables.

L'exemple de 1'eacillateur ée Licnxrde«Van dexr Pol nous momire dif-
firents types de changement dans la natuse du risesa des trajectoin=s.
Le plus important d'entre wux AL sans aucun dovte ewluf od L'on woit
de psuche R droite, le foyer sttrycranc £clater enm un vyele Abtractant,
ou mu comrrafra, deo droite 3 gouche, Te cyole attractamt =e rearrafindre

jusqu'3 devenir un point attractant,

Une telle bifurcation a'appelle une bifurcation de Hapr. Elle se
produts chagus fois qu'upparxissear, dans l'enserhle des vialeurs propres
de la matrice associée ¥ lu pyrtie !afairc du chanp, deux valeurz propre
imaginaires conjugudes, alors gue 1z parcic réelle des sulres valours
propres st noa nulle.

Avant que n'advienne 1a bffurcation au fur «L & mesure quion s'en
rapproche le résexu des Lrsjectoires zc déforme. Ta présence de cotte
dirormation cst prémonitoire de 1a hiturcatiom. Il azciwe parfeis qu'en
sache #valuer lp taux de déformation, A8 direction. Ou cuaguil Aisfment
1" fardérc de telles comnaissances pour essayer d'éviter, ¥i 1"om y riear,
par conservatisne prudeat ou aveugle, mu= ['E&woluzion ac débouche, Aprix
bifurcation, sur une sfruacion estimée trop nowvelle. Fr 51 la bifurca-

cion doit e produire inpexvrshlemeat, un tel savoir permel lw prandre



33

las pricautfcns les micux adapties pour prévenir les eifets destrucieurs
di& 1a bifurcacfion, &t sauvegarder tout au moinz les biens esseatielsa.

Ua paut R10¥8, dans certa optique, proposer uac explicatian du
comportensant premanitaoivs de 17anink] § dans 1A MEALYE o0 LN CATACT yame
asturel sersit 108 3 1a présence de champs physiques auxquels 1 serait
sensible et capsble d'en faire une reprégenrarion, peis d"en simuler le
devenir, 1l'attitude de 1l'animal serxit dictée psr le Lsux de déformation
de la dynumique mentule en présence de ves champs extérieurs ; dés qu'un
scuil de diformation scrait atteint, l'animal changerait de comportcment.

L'zude pratique de la bifurcation concernc aujourd'hui dez
cas physiques (oscillatenrs &lectriques, fcoulenents, phdnoaénes de UEnard)

physice-chimiques (cycle de lu glycolyse, vonduction nserveuse) Scologique

On est cependant &n droit de pensey e AAUR POSSEdeTONR wn jour
unc meilleure maltrise de la dynmmique de quelques syslémes socio-€comno-
2iques. L'intérée de la comnaissunce duys différzentes modulités de lx

biturcation ne sera pas £ dimcatrer.

Il parait important de remsrquey gqu’iu momenc &e 12 bifurcatisn, tout
systéne dynanique comnait une sorte de rEgressiaon, de dEginRrescence.
Reprenons Ll'exemple du systéme de Lignard-Van der Pol, Cowme x3, A
woisinage de x = 0, est trdz petit devanl x, on pest e conzidirer gque

12 seule partic lingaire du systéme différentiel @

:—:-k[‘!x-ku] kT -k .xj

d -

¢ J

3 ® 1 0 u

Lorsque T = O, wune cpoposante da la vitesse % s"anmnule.

Cette dépénérescence est ici suflisante pour avelir un effet sur les
valeurs propres de ls mulrice du syRréme lindarisd : leur partic rielle

devient nulle,



e comportement math¥matigue Cradulr me régle asaez gialrale
semble-t-11 de L'@velucion des vhjuls ; pour quiun abjel slshle pulsse
fwoluer, i1 luf faur passer, avanr d"sceéder 3 un nouve] Slut, psr ane
pha=e de "rfgresston lecale", pendant luquelle L1 aar partiellement
déstructurd. e phdnomene est hien connu dos fconomisfes et dez histo-
riens.

il nous paralr intéreszant de domner icf un exesple mathématique
d"une Evolutivn cyonduisant 3 une diffirenciarion, On 1'vbtient en conal-

déraat 1 lies dey sttracteurs du syssime dynamfque défini par :

-

e 2
'dl—: - -k [xJ + v, (T) xj + oy () x° + e {r) x = us]

du

G- % x- % () (x - & (M)

oil les diffiventy pyrsmitres e (1) et "(i (T) premnent des valeurs
coavenablex,

Ce Tieu, appelé la "baguatte du suvyrcier”, 2 la forme syivsnte ;
PR

L'objar mariSnatique attachd & certe lorme ozt appelf une varists

branchus «de dimenzica l. Lé point D od po=un oot natssance les deux

branches de la baguetre sers nomné peint de différanciarion du gystenme
dynamique considird.

Qu'on s0ft &n présence d'un poiat de bifwrearion ou d'un point de
dilférenciacion, 11 eal remarquable gu'an ¢es pointe, les tenszions fn-
ternes ze relichenl. Auszi comproand-on gue le dirigeant avertf recherche,

au zefn de 1'orgamisation qu'fl anime vu qu'il conduit, ces Sléments



T aslvement malléables, préets 3 s'engager dang une vafe oi dang une
satre, sur lesquels Il dovra peser pour Tes Ammner A Re Arructfurer et
§ s fimer Zamz lo dircction qui lui pacuitcy ls mieux sdsptoe,

= comszate insi unc concordamce ysses profuvade entre le comporte=
mesc dez objess riels et celul d'cbjets mathématiques, mEme Lriy &1é-
memcaires. L'axpression analytigue du systéme dymamique posséde des in-
TEriaects 3 travers des carsclives nunfriques ou topologiques. Ils ex-
st les nécessités Intangibles de srabITicE qui dEfinfssent le groupe
social == zant gue tel. Les bifurcations et les différenciarions que
Sewe sbservons suTr un tel cystéme dypamique, ns sont pas les retlets
e sediflications de lu structure profomde de 1"objet ainsi repriscentd
Sms so= Evolutzion. Four obtenir de tels chumgenents, i1 faudrsit intro-
Ssizz 2oz systémes aur 1es espaces foncticancli. Lez mathématicieas

2 sz oot pas ancore 14,

1. Lez systizez d'équationy différmntielles ordinaires, avec ou sans
TeTITZ So=me % = Ax + Bu (¥) , couplés ou nan avee des &quations sup-
Jlmmszairves aux dérivées particlles, se rencontrent dans 1'étude des
Petames dleciriques, dea aystdmes chimiques, du fonctionnémant d'apparel
L sctromécaniques ¢l d'xteliers automatisés, Il est évidezment prématuré
»¢ trompeur de prétendre que ces mfmes Cypes de formulation mathématique
smt mejoorc’hul une application pratlque quelesnque dans 1'étude du Soac
tlomaemezc ot de Ll'organisation des énsemhles dconomiques et humains.

4 czeox gu'intéresseraient les mspeccs technigues posés par 1'étude
Ses soddles mathdmatiques précédents, nous recomsandons lz lecture de
seerege de Rasvan [71] , ainsi que celul de Michel ot Niller [207, o2
Com s'intéresse,certes 3 1'existence,mais qussi 3 ly srsbllizé des solu-
Cloms de cwz systimes. A diqe wral, la théorie n'est gudre svancde dans
‘& mesore les auteurs restent muels suy les phénomdnes de blfurcation et
S= fifffrenciazion. D'autres xspeers dos problimes posés par 1'étude do
= syszi=cs ont &té troiefs dams [27] et [287. Par exemple, om s'esc
Smsecdl 3 guelle condition un syslime régl par une &guation du type (¥*)
sec-1] comcrdlakle 7 Le systime est dit cﬁ:atralnblc sur l'iotervalle de
tesme T0,T7.8f,pour tout couple de vectewrs d'écaca ®, =X, il

wziste == wecleur ge contrdle u(e) continu pyr morcesux sur [0,T),
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pear lequel  x(0) - gr ¥ (r) - X, . Une condition nécessaire vt wuisi-
sante pour qu'il en salt ainsfl st que, 51 x apparticnt 2 e Tasg
de la mecrice [A.AB,....A‘“"’B'I Aol wgsal & o | I1 existe d'aulres

rormulations plus glomécriques de acrce condictfan {ef. [271, [787).

La classificalion des différents typey de¢ prablincs par 1'cuplal de
néthodes et de résultats proprexent lopolopgiquex €xf @ncore balTharisats,
d'aucant plus quec certains travaux topologlques qui seraiwnl uliles 3
cecce classification (comc cclle par exemple des f£ibrés holomorphes szur
las expaceAd prajectila) ne Saat pas asscz avancés. Cependant l'avenir
esl pletn de promessca, Oa ctrouvera dans l'expozé de Hermann [ 14] une
ofoe présentatlion géemétsrique des principsux probldescs reacontrés jusgu'i

présent.

Conxidéronx pxr eéxemple 1¢ saysCeéme Jdilférenticl A &léments complexcs

£X - ax s e C(F-wim-o
() ou encore (#)
T = ix z=-Cx=0

o

Iacraduisons les u:rzces "1 [O g 0] et "0 -A -B o]

L=
Ayatame différencicl (*) s'derit alors, on posant v = (x u,z)

a'ov ) ?-:1 %(v) -0
Pour passer dw ce syylipe différeantia]l 3 un syatisc algibrique, on intvo-

duit la tramsformation de Laplace qui,au vecteur w{L) , fxft correapondrs

le vecteur

Vi) - j“ v(t) %31 od a2 esr un scalatre,
°
c'est-2-dire ici un él&ent de €.
Nans ces conditions le systéme différentiel (%) devient
(" El aVi(s) + a"b Vis) = (&'1(’) : "n;’)v(s) -0

Pour alléger les nctations, nous allons dé=zormais oublier 1@ aymbale ~ |
Pxr aillcurs, oo peut resplacer les matrices que nous avony construiras



sar les applications lindatres corrwypoudantes.

posons X =& ,u-C z=@e° puts
vexouez (= "7y
WeX@2Z (= ¢™)

lez applicacions lipéalres Qo et @ envedent Vv duaz W , Considérans
1w fxlaccau é'applicsrions linfaires

alagesp = oty &%,

o% s et s, Sont des szcaluires, Supposoms  x 70, alors
o
n(so.sl) = ’o(c’l “—o + qb) - so(gla +4.)
" 5 M
ok 5 = T, La relation s = = - XT pontre gque & représcate toul#
o o °
=me classe de couples de scalaires (’o”l) donl le vapport esl cpasitaat,

smstement égal & s . L'enscable de toutes les classes posaibles,ou wocare
iz zous les poincs 5, forme ¢ gu'on sppelle la droite prajcctive complaxe
2, (&) N

T

---LO....--.—...

Oz pect, en particulicr, supposeyr ’o =1, de sorte qu'd lout point ¥
42 la droite projective complexe PL(C) correapond un élémenct gls) du
falscess d'applications 1inaires engendré par g, et g, , % par suilw
== engesble F, - contém: dans V de veeteurs v rtels que alsdv =0 .
5L l'on désigne par E 1y véunion des enscmbles F_ lorsque parcourt
P.‘(t) » le triplé (B.F’,PI(C)) est ue TLbré vectorlel de base P (2},

da fidre ¥ ot d'espace tozal B . Il est facile de volr que duns le
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caz o2 € = 1 , tpuces les fibres ont mfoe dlmension, cclle de l'espace
U . La premfdre classe de Chern de 7 égale 2 la dimpenslon d& XK , cst
un favariant topologique du systépe controlable défini pur (#).

Nousz allons maintenant guitter lé domaine de la topologle proprement
dit, et aborder celut de l'analyse sur les variétds, C'est 3 ce domalne
des muxthémstigues quc la théorie des catssirophes & caprunté (et apporté)

scs notions les plus [mporrances,

15. Cas i. Evolutions rapldes er discontinuicés, ensemble dé& calsstrophe,

1, T! est particulidzement Intéresswnc de vemarquer que l'évolution
de eerrains abjecs naterels, gqui comnalssent dés phases pendant lesquelles
léur &CAC appareat semble ne point warier, énlrécoupées d'inacants o cet
érsr spparent change profondément et brutalement, est suscepcihle d'€cre
canveaablement déerite par des syst2nes dlfféranciels du type précédeat,

Les valeurs des coetticients k sont alors triés élévées.

2. Supposons d'sbord que ls yarfahle x représente une longueur
d'onde, lu couléur dé l'objer, ou le rayon du domaine qu'il occupe si
celut-ci ezt sphérique; x repréwenté 1'&rar apparenr de 1'objez, La
varfahle u représente par exemple la température extérleure, une contrslate
externg qui @it dvidemment intériorisée par l'objet; supposons que cette
fempérxture varic de manidre périadigue, le minizum &tant atteint la nuie,
1¢ maxipum étxnt xtrelioc Te jour,

B 2

Supposons épalement que  Flx,u,T) = xT - 5;— + ux représente 1'&tat
éncrpétique de l'objet; pour des valeurs positives du parsmdtre T le
praphe de 1a fonerfaon Vix,u,T) esc de 12 forme

Vv

vk

= — -+ %
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et =8 péyl prendre que des états pour lesquels son énergle est mini-

mmle o5 extrémums de F(;,u,r) sont Lels yue
. r 3
}x(x.n.r) -x ~-Tx+u=0

Jeme 1'e=space (x,u) , pour les valeurs positives du parvamdtre Iixe 7,

e Iiez cdes points  (x,u) tels que © - Tx + u =0 A la lorwe suivance :
A E

T»o

28 parzies d¢ 18 courbe en Ttraira fins représcnctent lcs licux des poincs
powr lesquels vV atteint un alnizum ;0 les valeurs correspondantes de x
#% @+ u sont donc des observables possibles. Ly pariie de lx courbe &n
tzziz renfored reopréscnte le licu des points pour lequel VvV atteint un
szsimom @ los walcura correspondantes de x et de u  sont associées 2

fzs &zats en priacipe fastadbles ct par conséquent peu susceptibles d'@tre

sservis,

Finalement, quand u varie de panldre périodique, 1e liey des obaer-

wazbles est celui.ci T
J
=
N "---4\
: ‘ e S i
- 4
0y . :
\"‘---.' L. |
N

Sor lx plage supérismure 1'observable x varie relativement peu; lorsque
= pread la valeur g, 1y waleur de x c¢hange drutalement ct déerit

Is plage Inférfeare. On dic qu'en g4, 0 X connall une_varistion ¢atss-
Lr s¢ ‘e & d& cHTASTYO &3s0cid
rophique, ¢t que u, est un point de 1'ensembl phe X
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su "potentiel" F(x,n,T) .

51 maintensntl, on entreprend de fxire varier T, les plages d'obsace-
vables dans 1'espyce  (x,u,T) farmest yne surface appelée lu fronce :

Nous avons dessiné !'ensemble de catastrophe ¥ projeré syr le plan
(u',T") paralldle au plan (u,T) . Cet emsemble de catwstrophe u la forme
de la paradole semi-cublque d'équation -‘a‘['3 + 27v2 - 0 . D¢ fagon zéndrsle
l'ensesdle de cytasirophe est conzenu dans 1'sénsepble de bifurcation du
potenciel F . L'ensemble de bifurcacion wst le liva, situé dans 1'cspuce
de contr8le U , cdes points pour lesquels un maximum de V  rencant:e ynm

minfmm du poteatiel, Pour obtenic 1'éguation de cot anseadile, on éccit

que
on est cn un Gxicémum % -0 (2 = R52,...5%)
ik

fue vl extrenum cst dégéndré (au moins double) :

AF _a% _a%
2 e AN
L™ e e oy
déterminant . J : =90
¢ :
i %7 aF
ax" "t YaaxZ 33
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et oo &limine ler wvarisbles e xz....xn entre ¢ca o4l dqustlions,

3. Noux sllonz eészyyer d& diszcarer on pea des condiriens d'esplel dy
mod2le de la fronce.

Il s'agit évidemxent d'un moddlé aswey primitif. Ly fowclion F est
==e Zonction globale de 1l'objet : pour quelles ruisons nytur~lles peut-on
associer unc telle tonction particulidre A cet objet ? Tant qufune explica-
zion convenable de ce phénomdne ne pourra pas O8tre donnée, |'emplol du
moddle pourra sembler relever de la mapie ou lyfsser scepligues de mombreux

Iecteurs.

A vral dire, on rencontre &galement en phyzique des situations gque Ll'on
54it représeénler par dex expression marhézkriques er pour Iesquelles an ne
peut fournir aucune justification vomplite. Au wolxlnaxge de polot cricique
#u diagrazme de phase de 1l'eau, la celytion énire préxsion, volume &L tempe-
tature est assez bien décrite par la loi de van der Waals

{p + 12) (web) = re
v
Accune cxplicatfon n'est proposéc qui permettrait de comprendre le pourquel
22 cerce expresslon, Il exfate ccpendant un consensus pour reconnaftre 3
catte lol une valeur scfenriffque. La préscnee d'un grand mombre de donndes
expérizentales précises permel &n «ffec de juger de 1z qualité de la lot
proposée,

A 1'aide de changements de variables comme x = v - ;(b +r :,) , an
Peul metire 1s relation de Van der Waals sous la forme
x3 -Tx +u=0
=z donner une interprétation du disgrwsme des phuses eo cermes de chéaric
des catasirophex en Igpossant 13 convention de Maxwell selon laguelle l'objet
tend spontanément occuper 1'Arsc ayant pour éncrgic le minimum aboolu des
valeurs admissibles de 1'énergle.

12 valeur de x ezt une fonccion ici de trois obdservables distincts,
¥, p, =, elle a2 la dimension d'un volume, de serte que la toncticm Fix,u,TI)
2 1a dimension d'un volume €levé 3 1y pulssance quatridme, ot non pas la

2imension d'unc éncrgle !
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Cet exeaple {1lusiee agsez bien les Affficultés d'ecuploi du moddle
de 1y théoric des eatwxirophes : £l st Lien souvent extr@ececnr Jdifficile
d'éLablir le sodile wur des dases oxpér imenlales précises parce que les
Gilférenly types de varishles qu'utilise Je formelisme catastrophique
aanl Jey fonctions an pénéral inconnuea ¢! ~ priori peu Aimplex des obsc:-

ushleos

Cependunl, le nomhre d'ohservables quantilisblex s'amenuize au lur
et A mesure que l'on .’.'éluiunu des domainex de In physique. (es obacrys-
blex perdent de lour xiwbilité, l'errcur svec lesquels on pout lex spproche:

prul Do rinir par prendre des proporcisns inquidtantes,

Auzal ear-11 plus raizomnable de ¢ynsidérer les wadales inspirés par
12 Théorie dws catastrophcs conme des modales nftaphorlques, d'approximacics
RTOASIdve mvix 4613 utile, que de waulclren faire dea modeles g TepTéscn-
ation parfuitenent cxplicties, wL trés préefs aur 1 plun quantitatir, I
peul wrriver certes que 1@ modéle zoit rigoursux, wi qu'il z'adagte parfui-
tement aux donades wxpérimentales, Cels srrive en physigue ab 1& substrat
posside des yunlilés d'homogéndfrd @1 de slabilicd 2ous & fuf1 remarquables
et @i TR préswnce de chanrde gradients eyt fréguente. Dwnx les domeines
blologlyucs wi deg sclences humwinks, ces qualicés d'lomopénéilés et de sra-
DilMré x'extompent, |'emploi de champs de gradicars pour décrire 1'&volution
des phénomines n'est souvent qu'une premtire approximylion trds grossfare.

le gros avanrwpe de la représcentacfon péopmélrique ost jusrcmant dlof-
frir un suppors géoméirigue au raisonsément : on peut ainsl 16 visvaliger
@l #n mieux maleriscer lex démarchesz,

Comne wn toutes cheses el dans tous los domsiofwx, on rencontre !'un
Ara milles visages e ly "guerze™, du "eonl11c" - dont le rafzwancment
dichotomique par aul ou non, wraf ou fsux vonslitue une sorre de projection;
il &taft avant tpul nécessaire de dommer yne illustration paome Lrique du
phénaminé opporitioancl, I1 ext évident que lo wodile srchétype de la
Irenee ext bien adaptéd pour représénter ce phénomdac non mofny archétype
du conflit. Ll afextste hice =0r yucun moyen de démentrer que le modile
de la fromce est lc meflleur modale pour déerire le conflit. 1a fait que
1+ phénomdne &tudié or 1e modéle qui est conscruic =¢ siluent 3 un niveas
=emblable dans Ia Wlérarchie de L'&laboration,csr yn bon argument co faveys
de lour adéguxtfan,
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Cez cmplal de woddle de 1a Ivonee a &té proposé par Nouf-nlrti Co
570 747 eren 1971 [ 537 . Zecswn [267% a largesment utilisé cc maddle
Seas diyers types de silustions conflictusllex édvidemment décrites pour
¢ slupsrt pur ley clusses de verbey rﬁpﬁrlorlég":"&"‘a articles (comne
par exe=ple désirer, zecevoir, attacuer, attirer, refuser, donner, fulc,
“epousser, ~lc...). L¢ mode de présentation de Zefmun, ='[1 » valu 3 =on
meteur des succdz, n'est pas forcément 2 recommander; on pourra lire 3 ce
mzjec les critiques de Smale (227 et de Sussmann [23].

1! existe un autre point d'inzactizfaction 3 1'égard du modedle eL gur
lzsguels les critiques sont restés muets, L'efficacité du modile repose mn
sarzic sur des conventions Inspirdes de la physiqiae : la fonction ¥ est
supzosée repréyenter une énerpie, 1'#car observablc doc |'objet correspondrait
: un zminimem relatif sinon sbsoly de cotze loaction d'éacrgie, Rien n'assure
gec cos hypothésces aient un sens dans les domyines élolgnées du mande
"rodisentaive™ de la physique, Nals admettons cependant leur wylldité,

L'fntuition physfque nt pout adnettre qu'une ofoe propriété chanmps de
wvaleur de manidre discont Impe. C'esc avolr unc perception particuli2rement
soperficielle des phénvmines que de sc laiascr aller d cette croyance. La
domnée d'une propriélé eyl fomcrion de coute la structure intime de 1'objet
T2 =lnt towps qut des qualités du miliey smhisnr, Cecce scructure intime
zar d'une womplexitd sans limite. les atomes furént doanés pour des coupo-
Sanls élhﬁuxuirca ct fpsdcables, jusqu'au jour 0@ 118 spparurcnt comme com-
posés de particules dites Elémencatires dont le nombre s'est accoru sany cease,
z2ns gque leur nature solt blen éluctdée, Torsque l'apparence d'um objel chuape
srusquement, il se produit dans son arganfisation intérieure une modificatlon
cxtr@ucucnt rapide en &gard A nes peasibilicés de mesure des durées,qul
1sisse vrofre 3 un variation discontinue de lxdite propriéce, la dichotomie
profonde n'esr pas la dichotomie continueé-dfscencinue, mais la dichotomie
sermanent-trynaitolre, Torsque la durée du transitelre &chappe 2 toute per-

ception €l @ toure mesurc, alors apparatt lu discontiouitd @ la discontinuité

n'est qu'upe sppyrence,

On peut bien sQr ¢ lwisscr tromper par des images. Veus voyez bicn
4ira 1'ahscrvateur que ly canvencfon gque vous avez élablie youa oblige A
sasser 3¢ manidre disconticue de ly plage supéricure 3 la pluge

“(Sany toujeurs Laire mention des prédécesseurs )
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Coc coplod du modéle e 1x franec a €té proposé par nous-mine’ en
1970 [47 et en 1971 [ 57 . Zeemsan [267%, 2 largement utilfsé ce moddlc
dans divers types de situations conflictuclles &videmment décrites pour
1z plupart par les classes de vecbes vip&r:ﬁtldgaggz articles (comme
par exezple désirer, roccvolr, astaguer, ~itirer, rvofuser, donner, fuir,
repousser, ©lc,..), 1o wode ce présentstion de Zeeman, z'Ll o valu 3 son
autcur des succis, n'est pas lorcément A recommander; on pourra lire A ce

sujec les critiques de Smwle [227 et de Susemnn (23],

T1 oxizte un sulre polec d'tnsatisfaction % 1'épard du moddle el 3ur
lewquels los critiques wonmt reacds moets. L'efflcyclits du sedile repose en
parric aur des conventions [uspirées de la physigue : la fonction F wsl
supposée répréscnter une &nergie, 1'4Cat observable de 1'ohjer correspondrait
3 un minimum relacit sinon absolu de cctce fonction d"éme:ple, Ricn a'assuze
que ces Aypothiéses sfeat wn zenz dans les dowsines &lolgnées du monide

"eadipentaire”™ de la phyafque, Nais admettons cependant leur validité.

L'intauizion physique ne peut admettre qu'unc mlad propridété chanpe e
valeur de manlére discontimue. C'&8C avolr une perceprion particulidrement
superficielle des phénomdnes que de sc laisser aller 3 cecte croyance. La
ionnée d'une propriété est fonctfion de toute la structure iatime de lobjet
ca minc teaps que dex qualités du miliwu smbilant, Cette silructure inctime
exr d'une complexité wxyns limite. les alymes fureat domnés pour des compo-
sunts &léncntaires ot (nsécahles, jusqu'su jour ol ils apparurent cosmc com-
20zéz de partlesles dites élépantaires dont le nemhre s2'cst accru sans cessc,
zans gue leur nature soit bien €lucldéc, Torsque 1'spparcnce d'un objel change
srusquement, il ®¢ produit dans son argaaiszation intérleure uae zodificatlon
sxtrAscaent Tapide cu &gzard & nos pussibilitds de mesvre des durfes,qul
Teizse eveive A un varistioa dizcontinue de ladite propriété. Ls dichotomie
prafonde a'cst pas ly dichaconie conlinue-discontinue, myia 1a dichotomis
sermanent-Lransitoize. Loraque la durée du rransitoire €chappe 3 coute per-
ception &r & toute mesure, slors spparstr 1a dizcontinulté : 1a discontinuité

='est gu'une Apparence.

On peut bien s3r se lalser cromper par des faages. Vous woyez bien
sirz l'abservateur que la convention que vous avez &tablie vous ablige A
—sszey de maniérs glzcontfnue de ly plage supfrieure & la plage

- - . - -
‘Sans toujours faire mention des prédécesseurs )



[nférieure de Ia fronce. Commcar uk pus remarquer, lui rétorgucrs un second

observateur, que le passape de L'&tac Goncrpél ique ?*

& 1'é&laL énergécique rn s¢ fait de mwnidre continue, Lrés rapide poul-#tn
pulsque les &rars intermédiatres sont instables, &L que, par sulie, le pas-
suge de x, X X =ct lul-mlne continu, 7, yui est unc fencrfon globale
de toures les composanca dw l'objet, ne doli-elle pas passéder la propriéié
de varfer continfrens, esr winonm toutes lex composants connstiraivnt des
variariony discontinuas de leurs propriétés au nfuc womenl, ce qui zcable
peu plausidle 7

Cey remarquci nous montrent dsysntage 3 guel polal le nod&le de Tx
théorie des cacsatrophes doit 8cré considéré cownmt un modale céerfvant les
ohénomines de manidre approchée. Maie un wodile parfait ect-il zculemant
concevable 7

4. Lr modile de 1x rhéorie dos calsxirophes porsel néarmoins de cosmres
dre @1 de décrirc I présence de discenl inuités apparentes. On sc rend
mieux compte de e cyractédre apparent en faisant Appel yux moddles JIffé-

rentfels,
Reprénons par cxtmple le systdee de Lidnucd Van der ol

N A

du

ac ~ *

qui, pour T positif, possdde un cycle :
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Je 1a premidre égquation du syscdéme différentiel, ea diduic
-1
dt = -» dx(xs- ™ | u)

£L l'om parcourt 1a partic werticale du cyecle, xj- Tx + w n'est pas oul.
Comme ¢ = % esl tras petit, la durée de passage de la plage suplrieure
3 1s plage inférieurs sers cllc-mlnme Lrds perice, Zn jouant sinsf sur la
walesr éc k , on peul domner 1'illusion qué Te passage d'une plage &

1"sutre s'accomplit Je munidre discontinué.

L'emplof d'exproszions de degrd supfrieur 3 3 powsr dwfdt nous permet
i'zbtenir des cycles ecoboftés, ov dez eycles possédunt plusicurs plages
werzicales ot horizonrxlca, Ta morphologle des cycles s'enrichit cacore
geand on donne & du/dt  des expressions polynonisies Ge depré wupéricur d 1.

14 Situations de conflits,

1. Les situsciona de conflil omt faic L'objet d'une premidre nodélisa-
stom par la théorie des jewe [15). L'étude de la stadilité des jeux R deux
Joccurs sous cerluines hypothlzes a &1é Faite par Ekeland [137. T! suppose
zez les espaces de décisfon sont dey eupaces topologlques compacts,que
chague fonction de paln possdde un muximem &bsolu unique, =i que certaines

fzfons dites de transyeraalizé sont satisfxites, Tes solutions du jou,
#s sombre fini, possdde xlors des propriétés de aTanilité.

On sait que &% la théorie dew jeux posséde un gerinin incérlt concep-
=zl son utilité precique ost trés limfzée, Boudom [ 17 » #sns doute pro-
posé une applicatlon de la théorie des jeux parml les mellleures,

"

1! serait peut-ftre prolitable de reprendre |'apalyes des "eflccs per-

sers” en failsant appel, locslosent tout du moins, au dodele nétxphorique

@& 1s théoric des catastrophes,

.- -

s —— f
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&
Fn wffet Rovdon mentionne Souyenl des sicuations oa lo fafL de franchie

-

un seull i, conduit & un retourncacnt sssez brucal de 1'wfsee Acrende
-
se de i
(on passe « ® a xn)

2. Zeemun [267 & proposé unc "mwchine 3 cazestrophe  intédrcassnte. O
prend wn disque mobile xulour do aon centre, on planie un ¢lou ¢ sur le
bord cu dixque. On relic par des Clastiques ce promier clou d'aberd 3 un

second ¢lou P sityé wn dehors du disque, ot fix&, puls 2 un rrolsitoe

clou mobile T , qu'on peut guider de la matn.

4 .
,.%-%l.ﬂ"o-zia92+pbe

d
apréi changement de variable |, :’g = ¢ e ramdoe 3 1 torme arandard

53-'Il‘}+u'0

orsqu'an rraverse |'cnsemble de ¢Alustrophe de pact en parr, perpesd

culairement & 1'axe pdsssnt par le cloy fixe ot 1o centre des disques,le

dizque ne houge pratiquement pas jusqu'au momenr od on quirra l'enscable

de catasrrophe

vy WY

codride
() Un les revcontre lréyuemment également dana 1'élude des mythes ot de 1z

pensée religisuze (of, R Givard, Ly Violenue wL le Sacré, Grasser, Parc
1972),

4
iz,
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12 mackine de Zeeman nous & suggéré 1'spplication sulvssze de la
Théoric des catsstraphes [ 67. Un sujes ¢ (Currer) doit prendre uac déci-
sipn. Son choix est fonction de considérations €lhiques, stratéglinues, pali-
tiques #1 économiques. Cf choix ne peul Otre quelcongue, car il dépend de
contraintes, cowne par s=xesple les conlrwinzes d'ordre inzéricur. On supptse
zue Ll'enysmble des choix pessibles de C esc représenté par un domaine con-
vexe nc «lcuf dans un espsce VA graomd ocwdre de dimensions. Ie choix
de C dépend de 1'action de daux protagonlsres P et 1 , de leur position
respeezive dans V(& 1'Spoque P représentalt les Palestiniens, et T ,
bien slv, les lsrsélfens).Tes pusitions sont localisées 3 1'[ntérfcur de deux

domafnes D et D, .
P i

c
e ey

g "%‘;# R
N =

<

Naturellament, chacun des protagoniates déplole le plus grand &fforc
sour amener C & chodsir son parti. On peut représenter mécaniquenent <es
zitorss par des “&lastigques” joilgnant C respectivement 3 P et 1l.1»
posizion de C  skra donc sur le hord du domsine convexw Dc . Supposons
sewr plus de simpliclcé ¥ de dimension 3 - 1# ralsonnement 3@ généralise
wens peine - ot, dans une premidre &rape,que D soit la boule D, . Four
5 Zixé, on fabrique aisémeat le pseudp-satrotde de réwvolution qui forme
I'=msemble Je curastrophe xssoclé 3 P &t D, . On considdre ensulce le
Serd de nc commse |'enveloppe convexs des aphires osculazrices A ce bord,
4 czague sphire esc associée un pacudo-astretde de révolution, dont 1'enve-
lsese 4&finiz 1'wnseghlc de catastrophe pour I sssocié & ¥ et . - Cn
pouz moter cet ensemble T(P) .

0= peut alors imtroduire pareillemeat, pour chaque position I fixe,
o sssemhle P(T) de cylsstrophe pour P associé 8 T et D, ., éetablir
wes 2irrdrences Zomelfuaz de cofl d'une catastrophe (par exesple g, (2(I),v)
oftt paur 1 d&fync catastrophe qui se produtic au peint v ce
vmsembls de cazastrophe DPLT)) et Srablir des ragles dée chalix pour F &L

ces régles ne sont pas, hicn sCT, faurcéoent cxlles c'un jwu.



17. Choix des Fonctfons.Déploiemen: universel. Variables pertincntes.

1, Un modele dolc passéder les mfoes qualizés de stabilitd gue I'ob-
jor qu'tl représente. §i [ est une Zonction, dépendant de plusicurs
varisbles ou paramétres, qui caraccérize lobiel duas sa globalité, elle
doit comnutrre un destin anslogue A celui de l'objer aelen les effels
que peuvent avolr sur lui lesx yarfacifons des valsurs des diftérentey

poramdtres.

1e probléme se pose alors de définir e que 1'on entend par xLabilice
d'une fanctian, Tour cela, on peut procééer ain=i. Dens 12 mesure ot £
représcece unc fonctionm d'érwc globale, 3 ls munfdre dune fonction id'é-
necgie, 1¢ nosbre maximm d'éracs stables ou susceptllinles c'8tre glxhilfads
que peul prendre !'objet, est évalué par le oombdre tot=], comptés avec
leur maltiplicicé, des extoémums de la dérivée de £ . Une foaccion sery
donc considéréc comne stable i, powy toute petite perlurharion 6 de [,
2 =11 3t posside 1& m@nc nomdre totul de atogularizds (sizples ou mul-
rfples) - une singulucfié eac justement un pafn en leguel 12 gérivée de la

fonceion, son gradient, s'mmnule,

2. Une fonetion [ &tant donnéc, on appelle dénloliement unlvetggL

de £, 1y [vnllic 7 des fonctiona qui ont Déne nombre total de sinpularics
que £ . On dfz quoe £ est une séxlisation de ce déploiexent universel.
1a théorie de Thom-Mather permet de culeuler lo déploiement unfversel

d'unc tonction £ .

Supposons que l'expression de [ s0iT un mondme comw X . Cette
fonction admet une alagelariceé A l'origine :[; - :un-! s"annule ponr
x =0, nl fols. Psr conséquent, de manidére géndrale, coute fonctlion g
qut appartient au déplofemenr universel de £, dolt pesséder, outre
éventuellcment 0 , n-2 sulres alngularités distinctss ou coatonduws.
L'expregsion palyromifale la plus simple qui permez clodtenir ot résultat
c'obtient en s joutsat A %" un polyndnme &rabli sur les =2-2 aulres
n-2 n=3,

singularités ~t de 1x lorme X bugx b P

Par des mélhwdes d'algdbre linduire luesle, on pect £tablis pour une

fonctlon A plusieurs varisblex queleonque £, le mopbre de paramilres

qui spparsfssent dans le déploiement unfversel F = £ =73 w2 e €.

3. Um preutl slors catreprendre de classer los toactionw @f 1es ozpaces



fonctionnels. On dispoze de deux élémentez pour cette classiticaction :

- 1x nombre de puramdl rex "1 ou codlmenx fon
= 1& nombre de wwurishles pertincates x,¥,..., ©u corang

thom 3 lv premier donné la liste, myintenant clyssique [247, dex déploie-

ments universels de codimenzion inférieure ou &pale 3 4.

Mupr-8Lre, % cirusc de son pepser rudimentairve, de Lo ditsiculté qu'til
éorouve § élaborer des consfructions mscatales complexes, par l'expérience
acquisze dans son action sur le monde physigue X Cravers des représcntatlons
aux rdgles siaples, l'homoe de science s'wxt mix dunx 1'expric que "l
nsture opere =elon 165 voles les plus faciles et lex plus wiséex", Alnxf
a'exprimuic Fermat, Sclon ce point de wue, il fuudewit ~lors w'xizamice &
rencontewr [régquement les fonctions &léwentaires de Thom dans ls plupar:
des représentations anylytlques des phénondnes trés stables du monde natu-

rel,

Il n'est pus tovjours =[aé de coanaltre, a priori, les variablex
pertinentes.Qu'entund-on mme pas percineat ? On dispose d'un mayen mathé-
matique pour &tablic ume définirtan, A Ia condition qu'on puiswv ssxvcive
au phénomdae &tudié une foncilan de représentation globale [ donr 1ra

singularités détinissent lew éryin suacepctibles d'®tre observés.

Suppozons d'abard que £ soit une fonction de 1a seule variable % de
sozte gque £lx) - ;2 . Alors, zelon c» que noux sxvona Gxposd au paragraphe

srécédent, le déplofemcnt universel de cetiw fonction se rédult A clle Déoe .

T1 cn ozt ¢ mfoe wi [ €aC uac lomction quadrstique des o varia-
Lles
2 2 2 z

- N - -
xl,xz,.,.,xn : r(xl,x7....,xn) - 11 ox,z +-~-+xl, - xpll-xv ‘2 x

St Xya¥gse.a¥y forment un repere local au voisinage de ls salagularice
conzidérée, =L i 1'on peut &crire
2 ? 2

(G-¥) £(x,%p0..00% ) = ST TR R A R T ek

bl B

on congolt wolontiers que le déploicment universel de t zers défind par
1s déplofenent universel de lx sinpularité résiduxlle r(a:.xz.....x‘J
Les variakles RIERT TR qui figureat dans la singularfcé résiduelle

seront appelées les variadles pertinences du systéme. On @sphre ctoujouss,




danz les problimes pext igquex, que leur nombre ezt faihble, Notons que dyns
L'écriture de  (GM) , on suppose que, si r© est un polynduc, son depré

et supfricuy X 2 , axr xinon on aurait introduit le tcoYnc €a xi 1 < kel

dans la suite des fermes xT , § o k=l .
On théoriant, <0 & Cromoll »L Meyer, affirne qu'on pout Coujoars Crom-
ver un xyxlidme Je coordonnéez locales de sorce gue [, par rapporl 3 ces

mouye llex varisbles, puiszent se metere pour la farme  {(G-M) .

"

Calculons Ia watelce heaxivonne de £ mise sous la torme (G-N)

2 2 2
ac SBEL SRR, W o als
] Lt &%) 8%, l',
|
2 2 2
wo - e Ae_ A o ., o
e L oy
\
o o e 0 2 Y
] n=k
0 0 EERN O SEpeeEes -2 |/
2 2r
{en elfet: =xl %+l 2 jzp = 2x, ; 21— =0 =i jdk, =25dk

-gi pHl < jJ =« 2L oo 2L .o 51 j Pk, —-2 81 k=

Poixeue le degré de r est €zal au moinz 2 3, 5L l'on suppose que
l'origine sut 1y singularité, alors ai’_ est nul. la matrice hessienne
L
ext donc dégénérém de rang n-k en la siangularicé.

Or tout chapgoment de wvariable liokaire régullar ne sodific pas le
rang de 1a marriee hessicone, Pay fufre, 81 1x fonction &lsltl donnée sous
1% [orme [(y!.....yn) , le mayen imnddiat pour connaltrre le aombre de

vyriybles perlfnéntes consiste 3 calculer le corang de la matrice hessienne

de la fonction £ wn sa singularité.

4. Pour trouver l'expression de r , il est au préalable nécessaire
de trouver I1¢ changenent de varfables dEMinl payr 2 = Ay ad A CRC unt

mebrice répulisre de sorle que



o
- ' | e = -1
Ar) = 2 0 e : od 5 + vu .
i “a.
a 2
Dunx coa conditions T = :l(z',...,xﬂ) I L e.ry . T1 faut myinte-
- kel 2 J

nunt proedder A de nouveanux changements oo warishles de nanidre § &#1fmincr

-1
scoc dans  f, , les termex ca xi(l + ki1) de degeé 3, puls ceux de depré

dans [ 1'apparition dex zk_l,...,z . Um va élinfiner successive-
4, wle... Elininons par exénple les t@rmes de depré 3.

Posons B, T Pep .y Fuy Qk+1(z,....,zn) ed Q  , estua polynfine
nomugpenc de depré 2 en Bpaeeeay o de sorle gue tous les termes de depcé

3 en oz figurenr dans

wl Pl
de degré 3 er on rassemble ccux conlénant zk+2 dans

, On considirc cnsuite lex Autres terpex

- 4 e . rique winsi s
kaz 26,0 302 °k+2(zl""zk) o %00 .zn) On tabrique sinsi selon

e procédé

Q,, - 2

P :k+p ) e

i‘p(xl.....zk,nk‘p....zn)

- e = gt -
de sercc que £ tl(zl.zz,._.,zn) L MRS LEEL

Pox=ons maintenasnt

z l£5 2K
(@) " ]

z) i Qi(zl,.-.,zk. zk‘j....,:n) ¥+l z j=n

Alors

- ?
f=rt(u,u,,...,0)+ % gu
- S et & n w 2

y - £ ) ra,( z )T
od rz(ul,vz,...,un - f,(zl.zz....,xn ki}‘ilQJ ZTpaeeoBys Bypgeeeca¥y

ow conticnt plus do termwx €4 U ,a.. 04, g degré .

Avsnc de cont fnuer 1'alporithae S'¢linination des termes de demré &
R T R EEL selon le mfme procédé yue l'on vieat d'utillser pour
Zlimtner lex revecs dw degrd 3, on Aurd exprind fz ca tonction des uj s
e eAT-A-Girw trouvé, A pxrrtg duy expressions (), les zi wn forction

de =1 .,



18. Cas 1if. La Théorie des culastrophes : le sadile sialique et lcs

;pdeles dynamigues

On peat concewgic deux emplofs de 1x Théorie des catastropnes : 1'un
statique, 1'surre dynamique. Nous wvons Ixil appel au modalc szacfyuc
au paragraphé 13, Dans le maddle arsifque, on se domne une lonctlon glo-
bale [ dépendant des variables d'pbservation ¥yee--a%, et des vartables
de contréle L LERREL caractériamnt 1'état d'un domaine &1Cmtuinire U
de 1l'objet. Om doft done écrire

{x,u,U) = f(xl, e .x.ul('.r) .u,(U) A ,u"{c)) .

On suppusek que 1'état de l'objer oxr cxryctérisé par un siafows,
par rapport & x , de cette fomctfon [, réalisation pavcieulfsre 'un
déploivment universcl F . Lorsqu'on se déplace 2 I'iontérleur dw 1'obiet,
lorsque l'on passe d'un domyine U A un autre deswine U, o+ =i les

4
valeurs u (L‘t).:o 2tz , frsachi$sent 1'ensemdic de cnluuhuplw B,

1
on abservers 1 lonp des domaines nc pour leaguels “j atteigoent X,
des variatfons capides »t ioportantes dans les yaleurs des observables,

er pur canséquent, Eventuellomens, des yyrislions de morpholagie fmparisnies

¥ous sppelecrons domaine d'aceidents A lx réunion des damwmines [ .
-

C'est cette premitre version e Thom de lx théorie stacique des cary-
strophes qui w¢st la plus Mréquemment eoployée, On trouwers dana  [29), un
article de I, Erast sur 1'egplol de ce moddle pour déerire 1'éyolul ion
ces codts fonclers en fonclion du territoive conaldéré,

2. Duns les poddles dymamiques, on Gxsminé au-dessus cu domaice [,
la vartéré v des états possibles de ce domwing, wL 1l'on dit que l'&tac
présalemenl observe est lc réaulrar d'uné évolution passée qui s'cat

slabilisée sur un des atcracceurs ge ly dynsmique correspondante.

Des dynamiques coyrantes en physigue zoat 1es dynsminues de pradiencs,
Dans cos dynamigues, I1 existe une fonction f dé&liaf Aur un eéxpuce, ici
V, quil d&Tinir 1 patlentiel énergétique en chaque pofnc x <de v . On
#n déduit un vecteur forec X{x) = -grad(z{x)) denc I'cuacnble Marme un chamge
L . ez attracteurs de ecs dynsmiques sonl justensnt les points en lesquels
le potenticl admct des extrémums, vl pac conséquent les singularités on

le champ s'annule,



Naturellesenc, quand on puxxe du domaine u“ au domaine W
nere objet, 1l n'y & pus de raison,en pénéral, pour gque Ly dynami

change profondément de nature; par cuuséquent, la dynamicue donit conserve

dus propriétés de stabilité structurelle. ST an lspose de limiter 1a
propriété de scabilitd strysrturelle sux seyls ALCractours,il war lacile
de montrer gu'une perturbsrion d'une dynwymigue gradient, issue d I
fonct lon potentiel £, Tsisse stable les sccracteurs (fci dex palnts), st
lo zystdoe pradicot perturbé ext d&fial par wne fanction potenliel sappav-
tenant au déplofewsent univer=el F de £ .

Ce résultat peemet, i la dynsmique locale wxt une dynamique de gra-
dient, de confondre en pratigue le modile statique »i 1¢ moddlc dynanique.
On est dana 1o cadre de 1 Théorie des csrascraphes élémenislres,

Torsque 1s dynamique n'est plus de gradicer, on peut penser que le
meodile basé sur 1'cxiztence dune dynamique gradicnes sert de premliere
spproximation 2 un maddle plus complet (cf. [ /1) Remarquons fci gu'on
ne connalt gudre d'exémple pratique qui utilies c» maddle général de fagon
détaillée.

19. Lontérdts conceplucls ot mode demplol des modeles de la Théoric des
catastrophes

1, ey moddlos de la Théorie des cyixactraphes présenteat L'intéree
de faveer A 1l'eéxamscn des structurcs et des évolutions dans unt prerspeclive
dynamique, de centrer 1'attention des observaleusf fur l'antiramic perma-
nent-trunsitoire, w1 de repouweler 1'intéret pour les considérscions spa-
tiales er les queslions de morpholegic, Tls ruppellicat le r8le arganisa-
teur dex aingularités dans tous les cypes e =oulfcés - nfoe les plus abs-

trattes. 11 montrent le rdlc central joud par ly rorfon de stahllize,

2. L'emplol du wodéle ¥ des fins nunériques suppost que Ll'obuerwvatour
ait sous Ia main 1es valcurs d'su_ =0ins trofs données dixtinctes © une

variable inzerne x , ot deux varfables de contrdlc u, , 2% =, . §1 les
- -

sonnbes expérisentales sont fnaccesslbles, il fwadra aéanmelas postuler
1'existence ¢ ces variasbles, ct, biwn s0r, essayer de leur donnc: une

xignification précize.



81 1"on dispose d'ume courbe, on pourra la considérer, sclon sa
forme, vu hlan comsme graphe d'une foncrfan potentiel £, réullxstion dlun
déploirment unfverscl, ou blen compe wecilon d'un morceau de Ll'hypér-sur-

&
tace représentant 1e¢ aystdec ¢'équations ‘gi = 0 dans les espaces Jes
i
("“xi”“”"’“_’,"") . 51 le long de l'enwépble de cacascrophe associé

& £, des wyriations fsporcanzes dans les waleurs des x,  sc font senmtir,
on pourra dire que £ @8l wae honne torme analytique (de représentation)

cu phénomdae ou de l'ohjel considére,

51 !'on dispose dw ly funccion £ qui n'#sl pai un polynBoe, un
développenent de Tayler évenfuel permecscra d'cblenir, su volsinage de
chague singularité, ume expression polymomiale approchée pour £, Om dé-
termincra fc déploiement universel de cctte fonction (d'énergie le plus
souvent) globale, et on en recherchers 1'enscadle de catastrophe : e'est
2ingi que 1'an peur opérer dans les problimes 1185 X la résistance des mw-

tériqux.

Comne les fonctlions utilisées cn Théorie des cutyarrophes &lémentaire:
sonl simples ¢t sctables, les phénomines qu'clles pourront réprésencer
devront posséder coi w@ees gqualitds. Clesl done pour ftudier des proceasius
azsez stables, wu cxrserdre répfeitif witués 3 des otveaux de globalité
asscz &levés, que le moddle de la théorie des culaarrophcs pourra trouver
aon urtllizé, Tl est probable par excsmple quiune &tude typologique du dé-
ronlement des dittérentes crises soclsles ou économiques perperrraic de
reconnatire des traits de comportement gue ['on pourrait géomérriser 2
1'aide d'un ou & pluslicurs sodiles fournis psr 1a chéoric des catastrophes

&lémontaires.

L'incication 3 imaginer des représentations géoméiriques d'une part,
dynomiques d'sutre part, de Ll'évolution des ohjets et des provessus Lras
divers que l'on pout rencontrer dans lous 1és ordres de la matur® @sr Sans
daute 1'un des sppuris parml les plus intéressynts de eczce Théorie au
dtveloppezent de la scfenee eontemporaine. Que ox solr, ea physique avec
1'érude des caustiques, dex Lranaftions de phase, de 1s marphologie des
soyaux atomiques, dew ruptures dans les matérisux et dans les constructlons
méeunlyues, ou dien en peycholople dans |'€tude des comporremcats, ea
écelogie duns |'écude des relallons eatre certains préduleurs ot ccrtaines
proles, en bivlogle, dans 1"&tude de 1'sndragendsc, des comporléments des
vilign, co cnbryologie théorique, cn histeire dans !'8tude du nécanizec



35
des révolutions, en ésonomic dans l'élude du crash boursier, =n séxiclogle
dsna 1'&tude de l'organisstlan des comtes, »n lisguiscique cans 17€tude
e 1lx classification dex verbes ot des simes , dana 1'explication dw car-
Lainex eonatructions lingulsciques, dame la pendsc mec du comte &t du
sécit, 1'enplofl de Théorie des catastrophes » permis d'earichir le fonds

ée connais=ance «'une vision rouwvelle ot de réflexions laddites,

20. Conclusion

Le asruezire globul de cette théorie n'ea lacilite pas 1'émplel a'1l
5'aglt de procéder R dos Etudes e comporiement traa fines, portaul sur
des aystémes trop peu riches en gonAtizuants peu homegines, [a difficulzé
e 1x maftrize des syabdmes tient, pour une donne part, X 1"entrecroisenent
des hiérsrehies, st 3 1'sascoblage de siructures et de fonerfons de aature
srds diverse, auxguels il esc parfois impo=alhlc d'aszocivr des indicateurs

nundrigues ayant un sCnRs vérituhle,

Auaal las représencarions mathémstiques si Studices aujourd 'bui, du
gt - AX + Bu , u'ont-elles d'inzérét que danx les domaines techni-
ques oft il est possible d'entrcprendze Jas misures asses précises,

REnCe

Nans les surres domaimes, o 1'esprit humsin procdde souvest par in-
rpirfon ot par simulxtion inconscfente, toul «n ='appuyant parfols 2ur ces
caisonncments bien conarrafts, l'emplol des moddlex nuchénatiques tres
précts ezt encore ua leurre. L'vcilisation impurtante de l'ordinsccur est
tout & lafsz justifiée comnc outil de rassemblement «'un nombre Lris &love

de domnées dizparates, @b de leur manipulation 3 £in de steulation.

Four Rire pertinentes, ccs simulotfens doiveat éviidemrmont €tre bien
condutzes, Ellex supposent, de 1sa part de celul qui congoil leur organisa-
tfon, une intellipence assez approfondie des qualizés et des propridétés
srincipsles des objets, qualités sur lesquelles 11 Faut s'appuyer, ou qu'il
comvieaz de hica metlre en évidence, ou cacore qu'fl est indispensshle o

respecter,

Ne manidre & apprendre petrlc & petil ¥ spalyser vonvenadlement les
svetipes canplexes, cf JdOAC ROUs xnmals ENCOrY poéu capadles, 171 &zalc judi=
cleux dv ="adresser 3 des dizciplines 2 vacat ion universelle, come le sont

I« philosophiv su, dans ly cas pésent, les nathémset Iques, [es coneepls



généraux qul finissent par €tre déganés, sur lesquels les mathématigques
¢n vienneat A mettre l'accent, néritent sans aucun dodte Jd'8cre tamiliers
R 1'esprit d'un trds large public; les responsables, ccux qul coagalwvent,

A0NC ConceYn&a Au premicr chel,

A posterlorl, ces ratfons spparafirant comnt bieén hanslesa, R comment
ne le seraient-elles pas puisque les nmathématiques traitent de probliaes
trds généraux; les concepts qufelles utilisent sont de portée universelle,
et, par conséquent, d'une grande siuplicité, TN'essentiel est de prendre
conscience de leur imporzance, de reconnaftre leur pozition élevée dans
1a hiérarchic des valeurs sémantiques, Oo remarquera, ¢t zomoe toute il
tallait z'y attendre, que, dans tous les cas, ces concepts se rapportent
Aux CRYACCETiACiques londsmenrales qui cenceracnc 1'cxistenee (woistnage,

domafne, Acabilfcé) 1s asisssnce ec le devenir (dLff&reacisacian, hifurcacios

sttractwur, catastrophe) dex ghiers slnguliers sulour dexquels s'argaaiae

1'univers.



APPENDTCE: AUTRES EXEMPLES DAPPLICATIONS DE LA THEORIE
OF. 1A STAHILITE DES APPLICATLONS DLFFERENTIABLES

A0 GEnerwliles

Ly théorie dey cxtuxlzaphes repoxe 8uf des consGRFArions phy s igues
=t sur unc théoriec mathématique, lx theorie de Ja xlahilite des spplicstions dif-
férentiables. Danz les applications, il n'est nullenent encore prouve que les o
i=les fabriquécs I partir de la théoric des catastrophes soient tovjours les plus
adaptés pour déerire la réalitf avec précizion. Maiz »bme si ces medeéles ne semt
»as les meilleurs que l'on puisse conceveir, leur comstruction reopréscente néanmoin:
wme €tape importantc vers l'obtention des modeles les plus pertinents. Et quoigu’
il cn saig, il reste indizpensable de faire appel aux outils de la théeric de 1z

zabilicd dws Applicativax dilfEreatiables pour parvenir 3 b3cir ces modélies.

Tl ext exlremsnent diffivile diniraduire 1o lecTeour, wi en cque Tyees
paAgeR, NUX connaissances mathemsliques necessxizes pouy asTivizey celle Ihidarie.
E= ouvrage réccnt{?ﬂj. d'excellente fucture, coms=sces prig de 170 pugex & Ix pri-
s=ntation pédagogiquec dc ces notioms, ot cncore les auteurs ont ilx supprisw lex
démcnstrations. Or bicn souvens, le traitcment d'exemples optigques vu mécaniques
suppose que L'on fasse appel 3 quelques théorémes ct parfoiz qu'gﬁ"HGelque: démons
trations. 11 n'esr pas possibie en rout cas de ctraiter ici et en détail de cels

exemples.

&.1 worphologic des caustiques

Prenons le cas de l'optigue. Lew conclusions de BERRY (danl les tra-

waux sont cités dans [30]) z'appuicnt sur un ensemble de tryvaux mylhépstiues (Mas-

ov, Jinisch, Duistermaset, Arneld) parfois volumineux { l'urticle de Duistermast
par cxcmple a 75 pages). Berry a appliqué la théoric des calastrophes & 1'Etude
fize des caustiques (forme, intensité lumineuse) et & la diffcxction.

L

L'8rude de la morphologic des caustiques est facile. Ruppelons qu
me caustique s¢ diérinit comme l'cnveloppe de rayoms. ¢m peut obscrver des caustis

gees sur un Geran tel que 1o surface ¢'un liquide, par reflexion de 1a lunidre



-

SLY ume parei concave. Tx théorie des singularicds cdes applivations dittrentis-
bler permet dTaborier 1'ftude de la forme des rausliques par deux mEthades. Vaici
le¢ principe de 1& plus classique d'earre wlles,

soit 4{1) 1 positicn d'un poinr subile § 1'inscans t. DEsignons par
$(g,.q,) la tonguesr d'un rayom enrve q(ll) - q, etgqle,) - Gy » or pAT T, un
front d'ondes furmé de points c_(r,.,): b, eat issu d'un front d'ondes U, lormé de
points q(:l) tels que S(c_l.c_:) -T . Le rayon izsu de 4 @At urthogonsl & Uss

ce qui z'exprime par la relariom:

. Traey —a O,

‘1

Le tait qu'en Gy Ume causr ique prenne naissance «al Lrsduit px la dégSnérescence
de Ts matrice hessienoe sssociée 3 S. Comme ronte caustique odscrvie mal stable,
vn obticnt les dilMérentes formes de causligues comme ansenhles de cxlystrophe
des fomctiona §.

Er aptique clazsique, § #at une fonction pouvant dipendre des trois para-
Detra c'espace el du paramétve (emporel: los causcinues obwervéss s'cbtieanear
done par s considération des ensemdles de cacasryophes de Thom.

(Lorsque 1 wiliew des ondes apriques, v sonores, ou de pressiam, woire
de maligre, n'est plus homogéae, les ondes de propagation deviennen! dépenduntes
dis milicw ambiant, w»i les caustiques peavenl prendre des mavpholopies compliquées.
On & alors int&rdl X epsayer de roremler le probléme cu leemes ¢é'intégrales oscil-

TsuLes).

A2 le vax de la méeanigue =1 1s théorie de 1a bi Furcation avec imperfeclions

Les zept caiwsirophes Elémenraires unt €té découverr de menifre indépen-
dante et par ces approches bien dittdrentes d'une parc par THOM, et d'azutre part
par THOMSON cz HUNT + Ces derniers oot &tudié des questions de stabilité mica-
Aique 3 travers la thdorie de L'élasricita,

L'aceord ='8teblit maincenant pour étadblir une rhdorie de la stabilics,
ou 52 1%on wenl unme théorie de Ix hifurcation, valable dsns certains domaines, en
utilizans d"ume part certaines conxidérasions physiques 3 la Thomson ar Hunt, et
¢'autym part 1z théorie de 1x stabilité des applivstions diffSrenriahles. Cette
thiorie de la bifurcarion, dite avee imperfections, a un chang «'applications as-
sex varle, il s'dread de ls oécanique Aux dumyines ée la physique et de 1a physica-
ehimie zégiz par des Squations aux «8rivies purticlles.

En rhierie de 1'8lasciedird, voe bifurcation corvespond # un gauchizzement
ou & un tlanhage. En hydrodyaaninue, un point de bifurcstion correspond & une Lrun-
sition di phasxe, 3 un poinr erilique. Les bifurcations brutales, dant pOLYYAiL ren-
dra compre une théoric de 14 hifurcation trap incoapliéte, sont trés TATeés, duns la

#esure oime od ¢llws exiztent. Do multiples factours secondaires, tels que des im



pereria, des defyuls 'homogeneitd duns 1a texture, onl poar efTel de Tisaer oo

tlen de modifier le comportenment de ves transitions. Auvssi exl=il nécessaire ¢'in=

trodeire de myniére convenuble des pursmEtres supplémentaires &, .

L.2.0 Dans 1'SLat sctuel e la théorie de la bifurcslion sver imperfectiomns, on
seosldiére un objet auquel est associée une fonction 4'état G(x,)), dépendant des

warisbles d'éeat x - (xl..... xa) gt é'une variable cxternc unidimensionacllc A.
"» disposc des moyens techniques pour Stendre certains résultats de théorie au cas
% & est une variable nulridimensziannalle.

Dana bon posbre de =ituations, G(x, N dirive @ an potent il U(IX,’.;) (g mam
wozz, oo pEalzat,mon trivixld, el 1'ensenble des solutions de 'Ilc':qualion Glx,A)=0
comzient le= minimms de U(x,A) qui correspondent sux etats généralement stables
e observables de l'objet.

Dans cette théoric, l'ecnsezble des zéros de C, D(C) -{(xA)éRnx R tels
= Gix,d) - 0} ezt appelé le diapramme de bifurcation associ& 3 € ou 3 Ll'objet

wsidizé. Par cxemple, i U(x,A) = % /4 - Ax'/2 +® , alars G(XN) = x> - Ax ,

A

A

@ disgremme de bifurcation associée & cette foncticm se compose de la dreite x = C
=t 4o 1s pazsdole A = xz.

Oz introduit maintemant la perturbation par l'in:cmgc'lggigp Gu déploic-
st zziversel F(x,M%) de G(x,\), oi o€RY, et ofi F(x,A, D) = G(x,\). L& proble-
W ezt o'Enumérer les Jdifterenrs rypes <de diapramme de bituveacion D(F)

n{F) = {(x,\)(ﬁax R tels que FlxAK) = 0}
srsgoe ® subic de petiles vyristions sulour de 1Tarigime.

O nolers id que, duns ly thévrie des catlasliophes, on ='inléresse sy o=
plziement universel de U, Dans la théoric présente, on s'intéresse au coatraize au
SSslolem=nt universel de ¢, obéissant § des conditions d'équivalence de comtzct pac
seszicelidires, Voici quelques oxmumples de risultats ohtenus:
R =X, my2 alars F(x,N) = N R

e + @z 2 A(D)
N a-2 1 P ©
C=x" = Ax, mp2 alora F(x,A) = *erxr + e + %" 2Ax - (1.

5
xn-Z P owant G NS 'd.‘ +

LI
!

[
'
w
"
"

5 =
vu bien F(x ) = x '1“_2

‘q"_-‘A_

i x3 + )Zz. alors Lf(.x.k) - xli )Zx . A&, + iixz) . k(‘(_,' *%,xzﬁ

-

lJl

- x"’:(.’(.”, lors T gss - Fom i 110 e

&
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Dani cette thforie, glaborfe par GOLUSIYSKY et SCHAEFFFR DY (X BY r3 .

F el G appartienncat A une méme classe d'Equivalence de contsel si la
Propriéte suivante cost varifie : oo peut passer de F A G en opérant, sur
Tey coordanndes de 1'wspyce-sourcs, un changwment local, dilféreatiable et
inversible (un diffdamyrphizme) de la forne (0w (plx, 0 = x" , AN = 1Y)
¥L sur I8z coordonades de l'espace~but une Lrunsformalion anzlogue, représen-
téc par yne marrice inversibie LA dépendant dwy paramicres x et L. Ea
d'aurres termes :

BG4 = 1 60

On remsrque ied que X ast obtenus & partir de 1x variazion du seul paraselce
L} - On considére en cffer que A représcente ume variable exterac, aoumise
Sux geuls caprices de 1"expérinmenrareus; ses valeurs nc seuvent alars cdépendze
de 1'état intleme x .

Dans e contexte, les sutoura précédents ont momerd que si

n ooy i« " E
C(x,0) = x" +***  alors C est Squivalenr 3 (1)) =i ec seulement i
G, (0) #0, vu bien & (ll’m) 51 el seulenent si G,(0) = 0, Le rang de 1a

matrics hessicme de G 3 L'origine, &Lant EgAl 3 2 |, et son indice &gal § 1.

Paoe 1'hypotbitse ofi ¥ est une application de R® x g x B (x,4,0)
dins R° lorsqu'une bifurcacion sec praduit, d'une parr ='ubaisze le rang
de 13 malrice des dérivees partielles de ¥ par rapporl sux différenres com-
posanTes Xx. et par rapport I i , et d'aucre part le diagranme de biturca-
tion éclate en plusieurs fOEpoZaNTes contexes, Voici, 3 tirye d'exenple, 1l'at-

fer d'une vifurearivn sur yn diagramme de bilurcarion

bityrcatian
X ——— e x

—_—

U(F (i) D(F(a')

|

Definition : Une bifuzeariop au point 4, du disgramne de bifurcalion. oblenue
& parrir d'ure selution x()) de 1'¥quation G(x,A) = 0 , est surcritigoe

(resp. sudberitique) si, =u voisinage de x() ) » il existe wie seule aolution
v



de 1'équation G(x,2) = 0 , lorzque XA = Ao (zesp. ) > 1") . Dans le cas con—

traire, la bifurestion esr dite cranseritique.

A. 2.2. Nous allons, pour terminer ceprendre trivialement un exemple dsudié

Zana [521. On consid¥re un systéoe pfcanique formé de deux puires ideatiques,
20biles sanx fricrion autour de leur extrémité commune, #L relidei par un

ressort linésire dont le coetliciear &'&lasticitd ozt &gal 3 1/4. L'extrémicd

de la premiére poutre est [ixe, alors gu'on peur agir sur L'extrémité mobile

ic la seconde, en exergant une force de vompression A . Par ailleurs chaque
oulre se ruspose de deux Eldments rigides, sépuréy par un #limenr comprossi-
ble ussimilsble & un ressorc lindaire de cocfficienmt d'éluslivité k 3 oa supposc
1a longueur de ¢ ressort wgale & 1 cn L'abscnce de toute comprexxion ou exlen=

sion. On suppose

4a plus, pour obtenir davantage de simplicité duns 1"wxpeairion ot sans ouire
3 1l'essentiel, que |"ensenble est supporté par un cadre, il n'ear pas dessiad
ici, de sorte que 18 FeR30YFR R0NC soumis sux oimes [occes de coupression

¢t d'excension.

SL x designe 1'anple d'unc poutre avec l'horizonlale, X la lon-
4 P

gueur d'un ressort, l'énerpie potentiwlle de oo systéme Décanique s pour valeur

2
-

U-’u(x-l)?* x + 2iX cos x .

(=

ZTEquilibre esc acteint lorsque

Ux=x-21)(sinx-0

17‘ - 2%(X=1) * 2% vos x = Q@
L'éliminution de X wnlre ces deux Squations conduit 3 lu relarion

Glx,2) = ZA(I'(k/k)cus x) xinm x=x = () .

5 admet pour développement limitd, a: voizinage de x = 0 , 1 wxpression



Glx,4) = x(=1+23=202/%)) + (x2/31) (4(R/R)-1) + 0(x)
La divivie pyrtielle de U par rapport § A , est &gale, su peint x =0, &
>
foOJ - =123~/

une biflurcation oe peut appavafire e¢n ce point x = O , gque si Gx(D) Ll

Alors

(*) 1= (kz(a?-xk)uz)

1
2
vt le développeswnt limité de C(x,A) d&bure Au terme d'ordze 3, 83 k> 2,
A a'est pas rRel, et aucune bifursacion me peut se produire. Ll oo exiate
deux 51 k > 7 ; em cos poinzs 1e caleul momtre que

L=G¥-Gxx-Gﬁ."'U.

G, = 22(42/Kk=1)

G, = 2(1-2./k)
Aix

51 1'on chaisir le sigoe + dans (*) , quel que soit k> 2 , € est
positif, G}x fal nepatif, Si 1l'on choisil le wigne ~ dans (%) . t::‘\x et

positif quel gue soit k > 2, Gy =2t positif i k< 8%, négatil dens

le cas conlrsice.

Conzidérons Duintenant oo qu'il sdvient des bifurcations lovaque k
décroit A partic de valeurs (positives) élevées. Lorsque k eaf grand, A
pour valeyrs approximatives i /2 + k! (tes ressorls X ac bougent
PTAlfyuenent pas), et Mpax =k (lez longueurs des cessorts X tend wers 0 ),
Ces deux bifurcacions senl surcritiques paisdque Frwy ©f Pix sont de Rignes

cpposés. Lo diagramsw de bifurcation a 1a losme suivante :

e k #luve

Targque &k = B/9 , 1w (erme d'ordre 1 dans le développement limicd
de Glx,a) disparalc Gpaleswnt., On vérific sans peine que G satizfait aux

condizions qui le rendent dguivalenr au css (II) avee m=15 .

Lorsque k ~ Hf3 , la bifurcation pour ) devient suberitiqua,

nin
avec peree de srabilicd ppur les solutiens correspendantes.



)
/
Se

2~k < B

lozsque X = 7 , (A e«ar alors &gal 3 1) , on peul montver que G

ez Squivaleat au cas IIT.

Zafin lorsque k < 2 , aucune bilurcacion n'apparait. Le disprases
e Mifurcation n'en exiate pas moins, puisque, rappelons-le, il est défini
omme 1'ensesble des couples  (x,2) qui unnulent G . Mais ce diagramme ne
semcomtre pas ici 1'uxe (de aym¥zric) x = 0 (sauf xu point x =0 k= 0)

W thague demi=plun ne contient qu'une Seule composante cunnexe.
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1ndex terminologique

Anse

application
srrachenent d'anse
srrractant

Blfurcation
bicontiou
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noule
- fersd
- guyerte

Catastrophc

chanp de vkcleurs
codinension
complexe (nombre)
COMPOSAREE CONDEXA
connexw

- par arcs
cont inu

contractile
contr8lanle (systime)

corang
courbe d'évolurion
cycle limite

Déploiement unfversel
dérivée
différencisrion
dipension d'un vuverc
distancs
domaine

- d'accidents
draite projective

Entfer naturel
ensemble
- de catsscraphe
- de bifurcation
é¢guivalence Lepolagique
espace
« Eibré
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séparé
tapologique
torsl

20
17
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n
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Faiscecau d'applicacions
ferné
fibre
fibré
-tangent
rronce
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sradient

proupe
- fondmenixl
- de Poincard
- d'bouotople

Homeomorphlsme
homatoplc

Intervxlle
v fermk
- ouvert
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- wyclidicnne

- pythagoricleanc

- seosariclle

- relativiste
- ricwannienn=

Nocud
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