MATHEMATIQUE , LOGIQUé » LINGUISTIQUE

C.P. BRUTER
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On se propose dans cet article de présenter au lecteur de langue framngaise
quelques grands résultats de la logique contemporaine, Cette vulgarisation acus
a semblé utile au moment ol de nombreux linguistes entreprenaient des Ctudes

sur la métalangue.

Nous avons évité de donner la liste complete des différeats points de vue
d&fendus par les nombreuses écoles de logiciens, ainsi on ne fait pas de difiérence
entre logicistes et formalistes, on ne parle pas du nominalisme. Il s'agit de ne
pas noyer le lecteur dans la confusion des écoles : apras tout il y em a autant que

de logiciemns.

Enfin nous nous sommes permis d'exposer quelques réflexioms sur les paradoxes,
et sur les rapports entre la pensée, les mathématiques et la linguistique, modestes

jalons dans 1'ébauche d'une sémiotique génétique.
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et article a &té rédigé en Juin 1971. Sz lecture fait aunjourd'hui anpa—~
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raltre quelques imperfections. Te lectemr nous pardonnern paub-tlre de

SR :
ne les avolr pas corrigées.



Iére PARTIE : NATURE des MATHEMATIQUES
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1.1. Nature de la logique lin&aire

Essayons d'abord de préciser la nature de ce que nous avons dénommé
12 logique contemporaine. Ce n'est pas cxactement la logique aristolélicienne

(voir 3 ce sujet LGT.‘!] et [Off]) : 1a pans@e nuanc@e d'/ristote distinguait

Ce que nos prédicesseurs ont retenu, et il serait intéressant d'en comnaTlre
le pourquoi, n'est qu'une forme primaire de 1'analyse logique du grand
philosephe grec : toute proposition que nous considirerons i présent sera
soit totalement vraie, soit totalement fausse, plus simplement vraie ou
fausse.Cette logique rudimentaire, dite 3 deux valeurs (1), ou cncore dicho-

tomique, voire linéaire [Bru 1] attribue A toute proposition 1'une des deux

valeurs de varité 0 ou 1. Insistons sur ce peint, Ta logique dichotomique

opére sur les prédicats : I l1a proposition " Jean porte un chapeau” la seule

rroposition contraire admise par la pensée dichotomique est "Jean ne porte pas

un chapeau”.

Désignons par a et b deux propositions, par a 4 b 1a proposition 2 et
b, par a vy b la proposition a vu b ; le symbole v a la signification du
vel latin (voir 3 ce sujel ENO|] ). Selon les valeurs de vérité des
praopositions a et b, on en déduira celles des propositions a & b et a v b.

Elles sont résumées dans les tableaux suivants :

— -

( s | B
ayb |vrai faux | aéb ; vrai faux
‘ 0 vrai 0 0 ‘ rb vrai 0 [
11 ftaux | © 1 , {1 faux 1 i 1
T, Ty

Le tableau T, par excmple se 1it : si a est vrai, b est faux, alors
la proposition a et b est fausse. Le tableau T; peut s'exprimer & l'aide

de la régle ordinaive de multiplication :

(m) 0x0=0 0x1=1x0=0 i d7=]

Mais on peut @galement introduire les régles suivantes :

(ad) 0+0=0 0O+1=1+0=1 1+ =0

(1) Il existe des amorces de construction de logiques @ plusieurs valeurs

(Lukasicewiscz, Post, Weissacker, ....). 2/



Voici une interprétalion de ces régles :

Soit a une proposition ;(a + ) signifie, eén considérer la proposition
contraire.

$1L donc a est vrai O, considérons sa proposition contraire (0 +) : si
nous affirmons qu'elle est vraie (0 +)0, nous avons tort, si nous affir-
mons qu'elle est fausse (0 +)1, nous avens raison.

Imposons la régle : Ster les parenthéses revient & attribuer la valeur de
vérité contraire i la valeur de vérité de la proposition (x +)y (x, ¥

prennent les valeurs O ou 1). Par suite 0 + 0 = 0 et O+ 1 =1,

De méme si a est faux, 1, considérons sa proposition contraire (1 +) ;
si nous affirmons qu'elle est vraie (1 +)0 , nous avons ralson, et par
suite 1 + 0 =1 ; si nous affirmons qu'elle est fausse (! +)1, nous avons

tort, ¢t par suvite | + | = 0.

L'ensemble de nombres {0, 1} munl des régles d'opérations (m) ot
(ad) en fait und corps not& Z/,, c'est le plus petit corps non trivial
que 1l'on connaisse. Par généralisation des propri&tés de z/Z selon les canons

de 1a legique dichotomique nous débouchons sur 1'algébre lin&aire.

Ainsi il apparait que ¢'est 1a nature méme de notre raison=
nement logique dichotomique qui nous permel de concevoir 1'oubil mathé-
matique qu'est 1'algébre linfaire.L'est la raison pour laquelle, sans justifie:
jusqu'id pré&sent notre terminologie, nous avons souvent qualifiZ de lin€aire
ce mode de raisonnement logique. On comprend maintenant davantage les
ralsons qui ont poussé Russell et Whitehead & essayer de montrer, dans leurs

Principza Msthématicy {1916) que lz mathématique n'est qu'un chapilre de

la logique.On verra plus tard (2.4.56.) que ics thiorémes d'indécidabilité ne
permettent pas d'~tteindre ce but. On peut d'ailleawrs se demander d priord
s'il est convenable d'assimiler la mathématique I des &léments de logique
dichotomique. Il nous paralt alors nécessaire de se poser la question pré&alable

suivante :

3/ ees



1.2. Que sont les Mathématiques ?

Ce serait une grave erreur épigémologique, aux conséquences stéri-
lisantes sur le devenir méme des mathématiques, que de les ramener I de simples
élucubrations logiques d'esprit 3 1'imagination vive, mais sbstraite.

1l est déraisonnable et fallacieux d'&crire, comme nous l'avons vu

récemment “Mathematics is set theory” Dwuﬂ. L'auleur EKB@}dc 1'article

"On the foundations of Mathematics in Experience” exprime un point de vue
proche de celui de Poincaré [Hﬂ lI (ech. V paragraphes 3 et 4) qui peut ser-
vir de ré&férence I toute &tude critique sur la signification des

mathématiques.

La position adoptée dans [Bn:ﬂ(hquduclinn) est voisine de celle des
deux auteurs précédenls. On s appuie sur 1'idée, qui commence I bien s'ancrer
dans l'esprit des biologistes et des cybernéticiens, selon laquelle notre
penste est d'abord un organc de simulation du monde intéricur d 1'individu,
comme de son monde extérieur, et que la fonction essentielle de 1'esprit

humain est de bEtir des modéles [BrUZl

Reconnaltre avec le plus de précision possible le nombre de ses enfants,
de ses cnnemis, 2 développé en nous 12 notion du nombre ; la nécessité
de 1'orientation, de la reconnaissance des formes a favoris? la nalssance
de la géométrie. Le dessin et l'&criture sonl certainement les premié&res

réalisations concrétes de nos modéles.

L'analyse détaillée du monde environnant conduil # concevoir des
théories physiques. La recherche d'un langage commun & toutes nos théories,
qui utilisent par ailleurs le méme shéma de raisonnement, conduil au langage
et aux modéles mathématiques. Pour découvrir ce que &e langage doit au réel,
il est intéressant de rechercher les emprunts du vocabulaire des mathématiciens
au vocabulaire de 12 langue vernaculaire. Voici quelques exemples de mots
du langage commun ayant un sens précis en malhfmaliques
“ensemble, &lément, atome, treillis, torsion, simple, idéal, noyau, groupe,
anneau, corps, bout, immeuble, arbre, for@t, fleur, boucle, chemin, circuit,
réseau, greffe, &lagué, &clatement, suspension, revétement, cellule, chirurgie,
anse, déploiement, lisse, germe, jet, bord, flot, potentiel, courant,lacet,

aoeud, bifurcation, catastrophe, fibre, carte, atlas, plongement, immersion,.."
~"..‘.‘.ﬁnb.‘¢‘ Jigr}vg A 2 “



Cette floraison de termes usuels dans le langage des mathématiciens
montre, plus que tout autre discours, combien la mathématique doit =su réal,

et combien est profond son dé&sir, conscienl vu non, de s'identifier a ce réel.

Ces modéles que l'environnement suscite dans notre pensée, une fois
bien mis en place, le math@maticien en examine avec le plus grand soin les
propriétés : dans la plupart des cas il essaie par induction de tournmer
en énoncés généraux les observations qu'il aura pu faire sur des exemples
particuliers, i 1'aide d'un raisonnement causal traduit par la régle de
L'implication, le modus ponens des logiciens. Ll essaie ensuite de faire de
l'ensemble des partics de la math@malique un @difice coh@rent, el c'est
pourquoi  Kleene {Khﬂ a pu &crire avec juste raison : ™1'histoire des
mathématiques est un effort permanent de construction sur les découvertes
ééji faites, et d'invention de procédés permettant de réorganiser ou de
fondre cnsemble dans une démarche de pensée unifiée des découvertes initia-

lement indépendanles...”

Les constructions dont parle Kleene ne sont pas le Fail du hasard,
e¢lles sont le fruit de notre perception, de notre intuition mathématique
et physique que guide l'expérience personnelle et naturelle. Voici d'ailleurs
comment un mathématicien, R. Thom, dessine les contours de la voie que
suivra le développement de l'Analyse : "Il est probablement sain de suggérer
que c'est par la Physique, la Biologie, la Psychologic, cle..., que nous

rencontrerons les problémes maturels (souligné par Thom) d'Analyse (1),

et non par la connaissance compliéte de la théorie des Equations Différentielle:
lTl‘b 2 ]

Ces lignes révélent par ailleurs que l'univers mathématique est peuplié

de résultats ¢t théorics dont 1'intérét pratique est nul, et il se Lrouvera

(1) Thom dit précisément "d'analyse non-din&€aire". A nos yeux 1'anaglyse non-
linfaire ne pourra exister que du jour ot 1'on utilisera une logique non-
linéaire. Nous avons le sentiment qu’il ne s'agira pas d'une logique 3
plusieurs valeurs (voir note (1) p. 1) mais d'unc logique bhas&e sur un

raisonnement par régulation.



toujours des mathématiciens pour développer et encourager les spéculations

a4 vide. C'est probablement le prix 3 payer pour aveir de temps i aulre un
résultat signifiant. Ce qul est en tout cas vraisemblable, et ce phénoméne
est 1ié& % notre difficulté 3 saisir le continuum naturel, c'est que les
théories mathématiques perdent de leur valeur signifiante au fur et 3 mesure ,
par exemple en augmentant le nombre de dimensions, qu'elles s'€loignent du
modéle initial qui leur a donné naissance et qui n'est d&jd qu'une premiére
approximation du réel. Le "d@collage sémantique” :'l‘ho l] des théories
devrait cootribuer 3 combattre _ 1'iddlatrie qui entoure la
mathématique et les mathématiciens contemperains et 3 libZrer les uns et les
autres de leurs complexes riciproques.

Enfin, 1l'appréciation de Kleene sur le développement des mathémaCiques
améne i faire une remarque de portée plus générale sur le développement des
objets @ quel que soit 1'objet, % savoir un @tre vivant, une société, une
théorie, i1 &volue d'abord sans changement de structure en incorporant i
son etre d'autres constituants semblables i ceux qui d&ji forment s$a Lexture,
puis ayant atteint une Laille, une volume, un poids suffisant, i1 se
développe localement en incorporant % son &tre divers embryons de nature
différente de celle de ses constituants premiers ; ces embryons s'@panoulssent
en sous—-étres, et quand l'ensemble a atteint une dimension suffisante, sous
1'impérieuse nécessité de la stabilité, il se¢ restructure én un &Cre nouveaw.

L'histoire de la math@matique montre qu'elle n'&chappe pas i cette régle.

)i:3: Limites des Mathématiques Classiques.

Les modéles mathématiques se rallachent 4 deux grandes &coles de
pensée qu'on peut qualifier respectivement d'ondulatoire et de corpusculaire,
le choix de ces deux adjeclifs &tant guidé par le souci d'éviter des réactions

passionnies.

Pour les Lenants du premier modé&le comme par exemple R. Thom [Tbo Jl le
continuum physique est unc donnée qu'on pe peut représenter que par un con-
tinuum topologique, géom&trique. On ne saurait 1l'atteindre par une comstruction
ensembliste quelconque. L'insaisissable conlinuum dont les singularités
secrétent le discontinu est une des donndes premifres de 1l'intuiticn que
cette &cole de pensée met en avant @ "Deviour avant de démontrer ! dit

Poincaré [Poi] (voir &galement I;-_Krc:_l et [Tho l]).



Cette Ccole 3 laquelle nous nous
rartachons Porte donc &galement le nom d'Ccole intuitionniste. On 1'appelle
aussi constructiviste, car ses premiers partisans déclarés avec Brouwer
comme chef de f£ile, pour éviter les paradoxes, rejetaient le modéle de la
logique lin€aire, donc que le faux du faux soit vrai. lls n'acceptaient donc
que les raiscnnements constructifs ot 1'on exclut 1'emplei de 1a cantradiction,

- 3 .

o, de surcroit, on veit ce qui se produit 3 chaque étapes9i fzinsi| appréhende

-

par l'intuition le résultat £final.

Pour les adeptes du second modéle, impitoyables défenseurs de la
rigueur (mathématique), les mathémaliques sont davantage 1'é&tude de la
théerie des ensembles et 1'é&twle des structures abstraites définies axioma~
tigquement sur ces ensembles. Héritiers deDémocrites et de la traditiom
atomiste qui au 198 siécle s'exprime ¢n malhématiques par 1a plume de Cantor
puls au début du 20¢ par celle de Hilbert, les rigoristes constituent
aujourd 'hui le clan Ie-plus nombreux. Ils ont bomne conscience, mais leur

attitude est-elle justifiée ?

Les physiciens, noyiés par le flot des particules qui s'€vanouissent
el reparaissenl comme par enchantement, ne trouvent plus dans la math@matique
1a planche de salut qui leur permettait d'expliquer symboliquement les résul-

tats de leurs expériences.

Ils utilisent c¢n particulier 1'outil essentiel de L'analyse qu'est la
série entiére conguc pour lever le paradoxe de Z&€non d'El&e el traiter
: 4 2 ZBhTE x
mathématiquement les problémes du continu. Ainsi le nombre y = e peut se

calculer % 1'aide de la série entiére

+ +x--+-.-.

X
g =1 = === % e 1
.

S
1.5} 21

(oin!=1x2x,,,. ¥ n) ce qui permet d'approcher y de sa vraic valcur

- " 3 X . .
d'aussi prés que l'on veut. I1 faut noter que ¢ exisle quel que soil le
: : - P T
réel x ; on dit que la série - + 3T

I + ... 2 un rayon de convergence infini.

Mais voicl une autre série :

2o n

a(x) = x - x e B l)" , R PRI

qui ne converge que si -1 < x <& 1, c'est=ii=dire, si 1'on remplace x par 2

e -



et si 1'on procdéde au calcul pas & pas de (%) par la formule

2 - n
a{x) = lim @ (x) ol a (x) =g _ (x)+ -1D" x", g;(x) =x
n =+ = n
on constate que «(x) n'a pas de limite puisque suivant la parité de n,
(%) tend vers plus ou meins 1'infini. En ce cas on dit que la série diverge.
Or formellement (au scens des algtbristes, proche ici de celui des logiciens)

on a toujours

X
= >4 7+---+ 2 = n+ 5 a S R e e——
B(X) =X -X (=21) X TE R
Le mathématicien classique dit que a(x) = p(x) = f%; si et seulement si

-1 < x ¢ 1. Il peut attribuer un sens 3 féi mais non 3 4(2).

Heureusement pour lui, il n'est pas troublé par ce phénoméne, ou
fait semblant de nme pas le voir, et par 13 manifeste un certain conservatisme.
Comme le note le legicien G. Kreisel "Many mathematicians recognize that
for most of them, the study of foundations is not only unnecessary, but posi-

tively harmful ..." [Kre] .

Mais le mortel plus commun réagira peut &tre différemment. En parti-
culier le physicien quantique qui est amené i faire converger "artificielle-

ment'" des séries qui divergent pour traduire ses expériences.

Ou encore 1l'amateur de mécanique céleste qui constate que le
systéme stellaire est stable, mais qui est incapable d'exprimer quantita-
tivement leur mouvement : car 1a seule méthode pour résoudre ce probléme
est d'utiliser des développements en séries (r8sultats de Bruns) qui tous

diveggent (résultat de Poincaré).

Ainsgi 1'analvse classigque ne semble pas 2tre en mesure de nous
permettre d'expliquer la Nature avec autant de complétude qu'on pouvait le

penser au départ.

I1 faut encore noter que de nombreux problémes mathématiques, dénommés

conjectures, n'ont pas encore trouvé de réponse. En volci .Jeux - exemples :

Ry



Le probléme des nombres parfaits La Conjecture de Goldbach =

Un nombre parfait est un nombre entier En 1742, Goldbach a conjecturé que
positif &gal 3 la somme de ses divi= Ltout entier positif pair supérieur
seurs (sauf lui-méme). Par exemple, 6, | A 2 est 1a somme de deux nombres
le plus petit des nombres parfaits est | premiers (Un nombre premier est un
égal 3 14243. Les six nombres parfaits | nombre supéricur @ I, qui n'a

qui suivent sont, dans 1l'ordre, 28, d'autres diviseurs que 1 et lui-
496, 8128, 33 550 336, 858 986 9056, méme). Ainsi 20 = 7 + 13, 98 =
13743869 1328. Les nombres parfaits 5 + 83, 7000 = 3 + 6997.

sont-ils en nombre f[ini ? Cette conjeclure est—-elle vraie ?

A la lumidre de ces exemples une question se pose : @lanl donné un
énoncé sur un chapitre des mathématiques, peul-on dé&cider s'il est vrai ou

faux ? Se pourrait-=il méme qu'il soit 3 la fois faux et vrai 72

On trouvera en 2.4.6. des éléments de réponse 3 cetle question, donnés

par les logiciens (dichotomiques).



On peut se demander, placés face aux intuitionnistes et aux formalistes,
vers gquel cdté les logiciens feraient pencher le plateau de la balance,
Ayant oeuvré 3 l'élaboration des théories formalisles, par leur palure et
leurs recherches plus critiques que quiconque sur 1a valeur de leurs
travaux, leur opinion est intéressante 3 connaitre. Leur jugement est,

en général (1) et comme on s'en doute, celui de Salomon.

Ll est "totalement [aux™ de croirc qu'ils prennent des positions aussi
sectaires que les puristes dit Kreisel [Kré} Qunl 3 Klgne, i1 wit simp lement
dans l'exercice logique "un moyen d'accroitre la siireté de son emploi, ....

de clarifier les bases de notre raisonnement' [Klé].

C'est en effet pour les esprits vagabonds, une discipline qui oblige,
pour la rendre plus commnicable ¢t si possible exempte d'erreurs, & analyser
et 3 exprimer les démarches inconscientes de la pemsée par lesquelles se

font les découvertes.

(1) Car Ramsey par exemple s'enflamme contre les intuitionnistes, contre

la "Bolshevich menzce of Brouwer and Weyl"”. @umi

10/...



DEUXTEME ___PARTIF

LOGIRLUE

"ie jambon futt boirve, le boive dézaltére, purquoy lé jambom désallére”.
(M. de Momtaigne)

2.1 - Dénéralités

les travaux sur lea théaries axiaomatiques ont suscité et accompagné
les recherches des logiciens dant nous nous proposons de présenter oriégvement

lus principaux résultats.

fians doule le linguisie estimera-iL-il que certains de ces travaux
sant lain de ses prédoccupalions. Il aurail Lort cependant d'esquiver la
lecture de ce chapitre dans la mesure ad il =n retirsra 1'avantage ds se
sentir sur un pied d'égalité avec les logiciens pour argumenter sur les

problémes fondamentaux qui leur sont communs.

Délinition : Nous appellerans théoris axiomatique 12 donnée :

(i) d"un schéma logique, c'est-a-dire d'un made de raisonnement dit lugigue

défini par certainess régles.

(1i) d’un schéma d’'oxiomes, c’est-3-dire de propositions dont le conlenu

sémantique est supposé sans ambiguité pour le lectsur ou 1'auditeur

(iii) d’énuncés qui résultent de l'cppliration du schéma logique au schéma

d’axivmes.

1/...



Nous ne discuterons pas ici les molivations qui conduisent &
tablir des thénries axinmatiques. Il convient simplement de nofer gu'elles
onl un reflet des notrs pensée conceptuslle et de son expression lingulise-
igue. lLa plupart d'entre clles sont baséss sur la lugigue dichotomique, et
'wst dans ce codre resireint des théaries axivmatigues gue nous 21lons

ceepter de rester enfeormés.

Il va sans dirg que oo cadre ne permef de décrire qu'une petite
artie de 1’univers. Cumme la admanlinque a des ambitions plus vastes. L1
ui faudra ss gorder de faire de la loginque dichotumique le mod2le de pensée
nébranlable sugucl on devra ahanlument se référsr pour décrirc et analyser

g monde.

tuclide, on leyuel certains mathématiciens comme Zszsmann veient le
Jourbaki de 1'&cole alexandrine, avait donné une présentotion axiumetigus Jd'une
rénmétrie appelée par la suite suclidienne. Au XIXe sigcle, Lobatchevsky ot
ismann modifiesienl 1'axiomstiyue cuclidienne pour construire d'autres géome-
irics consistantes.
)§Finition : Un dil gu'une théorie est edmplemsnd) consisianie (ou non-contra-
ficluire) si elle ne contient pas une propasition donnés =n mEms temps que sa
yroposition contraire. Une théorie non consistante peui Stre €galement dénommée
:aradoxale. Un paradoxe d'une théorie est un énoncé de cette théorle gui est &

la lols foaux et vral.

Hilbert entreprit une étude systémotigue de csrteines axivmatigues
zéomatriques, s5'attachant 3 montrer la consistence de soun édifice. Puisque css
zéom8lriss admettent une troduction gnalyiigues, on le saii pour le géomélrie
auclidisnne dspuis Descartes, il convenaii de volir $i on pouvait furmulsr axio-
natiguement 1'unalyse et plus géndralsment  1a malhémaligue. L’sffurl se parta

J'ahord sur 1’arithmdtique (Péanal) =2t 12 thénrie des ensenules (Zermelao).

Vers la méme épongue, c'sst-a-dire au début du XXe aidcle, dépassant
le cadre un peu restreint de lo mzthématigue, RusSsell el Whitsheod sssayaient

Je prdsenter la science du nombre =2t de 1z ligne comme un chapitre de la laogique,

h .7 .



ce nui les amsnaiaent, précédant de peu les concepticns de Hilbert, A concovoir
1'&tude da la logique et de la mathématiqus comme 1'&tude d’un symbalisms s
général dit lormel, en lequel il est possible de traduire lss mats et leas phrases
de l'univers logigue ou mathémaligue, el dont la grammaire, calcul propositionnel
ragles de dérivations, permet de décrire 1'enchainement des groupes de symbéles
faormant les mots de ce langage symbelique.

L'¢cole hilbertisnneg croit en l'existence de la réalité des ensembles,
des nombres naturels ; c'esst l’Scole "sxislentielle”, corpusculaire, yui accepte
de se laisser conduire par le symbolisms des mots et le Jdéroulement du raison=
nemenl. L'icole ondulatoire au contraire, "génétigque”, "conslrucliviste™, acmet

culement I'existence do co qu'elle peut construire et par 14 saisir intuitivement. Flle
ne nie pas l'existence des premiers namhres naturels, mais =11le peut refuser
d'odmattre l'zsssimilation du continu des mathématiciens au continuum physique (1)
Catte écals ne se prioccupe gudre des paradoxes yuli fonl au contraire les délices

de 1'écola farmalisatea.

2.2 = Les paradoxss

On trouvera des énoncés de paradoxes dans LKlej [Poi 2 ], [E".aj

Ramsey fRaﬂ laes rangeait dans deux classes.

Voici la version populaire, donnée par Russcll du paradoxe Lype de la
premiare classe. "le barbier du village gui rase exactement tous les villageois
nui ne rasent pas, se rase-t-il 2" (5'1]1 ne se rase pas, c'est gue le barbier du
village le rase, donc il se rase, ...). Ce parzdoxe caractérise le groupe A
salon Hamssy : "Croup A consists of contradictions which, wsre no provision made

against them, would uccur in a lugical ur mathematical itself".

Le paradaxe type de la seconde classe est celui de ceg "Crétnis Epimé-
nide gui affirmoit que tous les Crétois mentaiant, disait-il vrai ? " Pour P&ana,
ce type de paradoxe "non psrtine ad Mathematics, sed ad linguistica”®. Ramsey
développe cette remarque : "The contradictions of group B are nat purely logical

(1) "The linear continuum, i.e. the "between", which is not exhaustible by the inter-
position of new units and which therefurs can never thought of as 2 mere cellection of
units™ (Brouwer [Bro]) (vair égalsment [Bru 3)). -



and cannul be stated in Ingical terms alone : for they all contain some reference

to thuoughl, language. or symhnlism, which are not formal but empirical te:ms”.

2.3 - La_théorie_des_ensembles

Les paradoxes de 1a classe A, essenliellement ceux de Burali-iorti,
Cantar, Russell, ont §té formulés au début de 1’dtude approfondie de la théoric
des snsembles. Le plus simple 3 énoncer est celui de Russell gque voici : coit
g un ensemble qui ne se contisnt pas lui-méme comme €lément propre. L'ensemble
C de Lous les epnsembles du type e existe-t-il1 ? (81 E ne se contient pas lui-
méme comme &lément, il est type e, or d'oprés la Jdéfinition 11 se contient lui-

MEM2, el

Pour lever les parmxduxes, Zermeh 2 entrspris de fonder une théorie
axiomatinque des ensembles, Gixdel a intraduit des concepts nouveaux @ par exenple
celui de clusse (ou de cnllention) ; foute classe = les propriétés d'un ensenble
si on ne psul pas parler de 1'ensembls ds tous les ensembles, un peul par contre

concevoir la classe de taous les enssmbles.

DOn trauvera dans Eac11 <1% et en particulier raﬂqfk£17 des exposfis
trgs clairs sur la théorie relalivement consistante des ensermbles. (Nn dannera
au 2.4.6 la justification dc 1'emploi du terms relativement). Voicl 7 axiomes

gui permetient de définir une telle théuris :

1. Axiome d’exiensionnalité : Deux ensembles A el U sont identiques sl et seu-

lement 5'ils contiennent les mémes &léments. (51 &p. a7, ..., 80 oo désignent

easlle

les €éléments de 1’ensemble A, on note A = {a;, Az, ..., a

10
2. Axiome de ls réunion : Pour tout ensemble A dJ'ensembles donnés A, il existe
un ensembls B dont les £léments sont les &léments des éléments A, de A.(Par ex.

i
si A ={A), Ax}, Ay = {o1, 212, @13}, Ap = {ap} , B =1 831, 812, 813, 92} ).

3. Axioms de 1' uﬂup?blb des parties : Pour tout snsembles A, 1l exisle un ecnsemblc

noté PIrA) ou z dont les £1éments sont les parties de A. (ST A - {37, a2 } ;
(A) = { @ {2}, {az}, {2, a; o0 @ désigne l’ensemble vida, sans &élémant).

4. Axiome Ze substitution : Suienl A un ensemhle, § une relation fonclionnelle
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(cas particulier un préadicat) d&finie sur A, il existe un ensemhle A rontenant

les éléments f(x), x €A (x appartient 3 Al.

G. Axiome du choix : iPour toul ensemble A d’ensembles non vides donnés A 1

exisle un enscmble B formé en prenant exactement un &lément 2y rfans chague A, .
(8i A = {N, M), &4 = Loy, 232} Az = {az1. azzlpar exemple R = {3); ,aZI}].

B. Axiome de 1'infini : Il existe un ensemble infini, lss entiers naturels (on

précisera plus loin ce gu'on entend par infini el par enlisr naturell.

7. Axiuvme de tondaliun : Toul ensemble non vide A posséde un &lément qui n'a
aucun &lément commun avec cet ensemble (en pariiculier un élément n'est pas

contenu dana lui=-mdme)d.

Les oxiomes 1, 2, 3, 4, 6 difinissent la théorie des ensemhles de
Zermelo=Fraenkel (modile fZF]]. On déduit de ces axiomes (voir [Kri]) un théo=-
réme gu'on 2 encore lDiaﬂ [k1ép pris comme axiame, celui de la naifa : spient
N et B deux ensembles, il axiste un ensemble C gui a puur ssuls £lémenits A et
B. Ainsi [21] ne contient pas 1'exiums 5, on @ pu construire unc théoric rels-

tivement consistante des snaemhles ot cet axioms n'est pas vérifié.

Pour aller plus avant dens la théorie des ensemhles, et enrichir san
dictionnairg de dé¥ipiLiona et réasuliats leuolquﬁq. il naus faut 1rf“ﬂdu
les notions dJd’ardre et d'ordinal.
Définitions : 1. Une relation < est dile binaire compléte (ou Lotale) sur la

classe C si elle gst définie pour tout couple d'éléments (X, y) d'8léments de

cette classe.

Une relation binairs compléte sur C sst oppslés relation d'ardrs

stricte si : (a<a) = (a=2a) ; (a<b,b<cl= (a<c) ; onne
peut avoir & la fois @« < b et b < & [cs gui serait pussible si la relation

d'ordre &tait large ou encore circulairel.

2. Soit A un ensemble muni d'une relatiaon d'ordre compléte

gritre ses €léments. Un dit gue < gst une relation de bon ordre si tout sous-

ensemble non vide B de A possdde un plus petit €lémentl b pour cslle relation
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(11 n'existe done pas ¢ € 8 (c appartenant & B) tel que ¢ < b (c soit "infé-
rieyr'a” h)).

On peut mantrer (Zermalo) que 1'axiome du chnix est fquivelent & la

donnée J'un bon ordra.

3. Un ensemble o csl appeld un ordinel, s'il satisfait aux deux

conditions suivantes @

. la relation d'gppartenance x € y esl sur @ unc relation d’urdre stricte gui

28t un hon ardre.

. 21 X € wu. 2lors x eal contenu dana a (x & al.

Voici comment sont construits les ordinaux : si ¢ est un ordinal,
a' - aUia} (on prend 1'ensemble o on lui ajouls L'élément {al ) est un
ordinal. appelé le successeur de o (a est lec prédécesseur de a') ; on puse
®* = a+ 1. Comme le sous—-ensemble vide U sst contenu dons g, 1'ordinal @
nst 1e premier ordinal, on le note OU. Son successeur ¥ U {U} = {@} est noté

1. Le succeasseur de 1, |A, {A} } est noté 2, eto...

Notung gque la classe des ordinoux sst bisn ordonnés par la relation
d'appartenance & la classe : si x gl y sunt deux ordinaux, x € y est une

relatian de bon nrdre.

4. Deux ensembles A et B sont équipatents s'l]l existe une bijection
de A sur 8 (& tuub €lément o (respectivement b) de A (resp. de B) carrespond

par la hijection un &lément unigue b (resp. 2) de B (resp. da All.

S5i A est un ensemhle muni d'un han ordre, ou défini & 1'wide de
1’axiume du choix, on peut fabriguer un isomarphisme de A sur un ordinal. On

appelle cardinal de A (card (A)) ls plus petit ordinal équipatent 3 A.

5. Un ordinal « est dit fini si tout ordinal B € a , B #9, a

un prédécesssur. Un tel ordinal s'appelle encare un pntier naturel.

Un ordinal qui n'est pas fint eat infini. L'axicme § (de 1'infini)
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dit gu'il sxiste un ordinal non Fini, canstitué por 1'enserble N des enliers

natuwrels ; on note son cardinal par wou f? 3 (oleph <Cro)d.

Par}{ o on entend un cardinal infini de sorte yee l'ensemble des
cardinaux infinis inférieurs a ,f{ S isomorphe, en tant qu'ensemble ordonné,

A 1'ardinzl o &

Si @’[}{:J Jditesigne 1’ensemhle des parties d'un ensemble de cardinal
/ A"
j‘g , Cantar a monftré que card (Pfj\; 1) < 23{0‘ . Puisque g\fu#l L ol

o

a
mier cAardinal supérieur A JN{Q, ]{’a_1,5 2)<a

'hyputhtse généralisée du continu est 1°dnoncé dont 1’ indépendance

d 1'sgard des axiomes précédents wsl maintenant démontrée (P. Cahen), qui affirme

= 2 f% e

qus a+1

2.4 - L'arithmétigue

Z2.4.1 - Alphabets symboliguss. Nuus venons de rencantrer un exerple de théorie

axiomatique consistonte, cslle des ensemhles. Il existe de nombreuses autres
axivmaligues, celles de l'arithm&tique, des groupes, snnesux, corps, des géo-
métries, ... Un pout exprimer les données gqui définissent chacun de ces ophjets
mathématiques 2 1'aide d'un langage symbuligue DSti sur un alphabet de symboleas

form=1ls.

2.4.1.1. = Alphabet symbolique "classigque™ : Voici & titrs d'sxemple un alphabel

utilisé pour 1'arithmétique :
n [Sguivalent a) >D(si ..., alars) €{st) V(ou) -1 (nun-)

(i1 existe) =+ . U a b c ... (I]

(SN}

Y (pour tout)

A parliir de cet alphahsit, on construit des suites d’uccurences de

syrbules formels tel que aaa)l a) et gu'on oppslle expressions formelles, np

ne s'intéresse bien sir qu’ueux sxpressions signifiantes. Parmi celles-ci, il
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faut d'=bord distinguer les Llermes cl les formules.

Les termes sont donnés par les régles sulvantes :

1, les varishles @, b, C,e.e. f,| » ) sonl des Lermes. Sir el s sont des termes,

& o3 rl. (r] » (8) et (r) . (8) sont des termes.

[.es formules snnt donnéns par 1es -Agles suivantes

(r) = (s) est une formule. Si A ot R sont des formules, a2lors (A) ~ [B) , (A) D
(). (a) & () , (A) V (B) et =1 (A) sont des lormules. Si A est une farmule, x
une variahle, alors ¥ x(A) (pour tout x la formuls A est vérifiée) et I x(A)

(il existe une x (au moina) gui wvirifie 1a farmule A) sont des formules.
On remarguern ici gques r, s, A, O, x sontl des variaobles matamathe-
matiques susceptibles d’&tre remplacés par des symboles formels convenables de

natre =2lphabet.

Les regles de formation du systeme formel de 1’arithmé&tiqus (nous

e

le noterons par A, lellre qui désurmais Jésignery ce sysléme formel), régles gue
nous venons d'snoncer {elle! concernenl les symboles, les termes, les furmules),
sant analogues aux rigles syntaxigues de 1a grammaire usuelle, Elles sont sof-

fisantes pour recannaliire au snin d'une phrase les ftermas et laes farmules.

On écrit ensuile & 1'aide du langege formsl lss rigles de déduction

(ou de transfarmation) & 1'ailde desquelles, partant des termes et des formules,

on peut former des énancés formels, des phrases farmelles. Ces régles comprsnnent
celles gul effeclent le calcul des prédicats, c=2lcul gui opsre sur In_ighﬁma
d'axiomes de l'eardithmétiques L'énoncé détaillé de css régles, du schéma d'axiomes
est beaucoup trop long pour avoir se plsce dans ce texts, =i nous rsnvaycns le

lecteur gui souhailerait en prendre connaissance 2 [Kle].

Netons que, dans la mesure ol l’observatsur psut traduire et com-
menter les énoncés formels dans son langege maternel propre, celui-ci jouera

12 rbls ds talangapge informel par rappert su langage formel dans le curpus

dugusl il puise ses Enoncés.
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2.4.1.2 = Alphabet symholique numérique (nombres de Godel) : Il existe d'autres

alphabets symboliques que 1'alphabet classigue que nous avons présenté au para-
grashe précédent. Ces a2lphaobets sont cumposés Ju symbules numérigues. Ll exisle
plusisurs de ces alphabets (Hilbert-bernays. 8dell. Le plus ancien est dd 2

Godel (1931) gqui distinguc :

(i) les signes, numérotés de 1 & 10, et qui sont

= Y - E = n S (&tre le sucesseurd) ( ) .

1 ? 3 & S g 7 0 9 10

(ii) Les varisbles d'dénuncés : un énoncé p (le canard fait coin-coin) joue le

rile de variable. On luil affecte un nombre supérisur a4 10, et divisible par 3.

(iii) Les variables individuglles : par exsmple les varlables numérigues x et y.
On lgur affecle un numbre supérieur & 10, dont 1e reste de la division par 3

asl ¢gal a 1.

(iv) Les variables prédicalives : un prédicat PP (est un canard) joue le rdle
-

de variable. Dn lui affects unrnombre supérieur & 10, dont 1o reste de la divi-

siuon par 3 usl cgal & 2.

Ces nurbres cerviront d'exposants & des nombhres premisrs (voir 1.3),
zinsi 2, 3, 5, 7, 11, 13. 17. 19. 23, 29, 31, ...), qui affecteraont les symhales
qu'on rencontrera A la lacturse dss phrases. Ainsi la ghragsse F il exdiste un X
successeur de y®, peut s'écrirs (3 x) (x = Sy), svit numériguemsnt 28, 3%, 513,
7%, 148, 1313, 475, 197, 2318, 299, Nn fait le produit de tous ces nombres pour
obtenir le nombre de Gddel associde & la formule précddents, n(F) = 28 x 3" x

R o e kA

Naturellement, les régles de déductien entro formules vont sec
traduirs encore par des opérations de multiplication de maniére & rester dans

le numériqus.

On trouvera dans [Kle] 1'exposé succint du second alphabet symbo-
ligue et numérigue de Gidel, numdration dite par la méthode des digits.
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Les résultaly ciélébres sur 1'arithmétinque se rapportent non ssulement
A sa consistance, mois oussi & sa décidabilité et aux calculs qu’on peut effec-

tuer au sein de ce systéme. notions que nous allons préciser un peu.

2.4.2 = Uécision, ralecul : Un se donne une clésse infinie dénombrable de question
mathématigues nu loginques dont chacung appelle une seule réponse : oul ou non.

exfste-t-11 vune procédura de décision vu glgorithme qui permette de répondre a

une question quelcongue de celle clasae en un nomtre fini de pas 7

Si un tel algarithme existe, la classe de yuestinns est dite décidable.

Si guelle gue soit la snus-classe de queslion il n’existe pas d'alpge-
rithme, 1a classe esl compltement indécidable. 5'il existe une sous-classe
propre de queslions pour lesquelles un tel algorithme existe, la classe est
partisllement indécidsble, vu partisllement décidable. Plus simplement, on dif

yu’elle est indécidoble vu incomplate.

Parmi ces questions figure notunment la yuestion : la formule I est-
glle démontrable ? Une quesion ugﬁlypc peut se ramener a une question d'arith-
métigque. Soit en elfet P(ay, a3, .... nn) un prédicat. Un désigne par fla;. a;,
Saks un) ung fonction arithmétique, zppelée fonction caractéristique du prédical,
fgale & 0 (resp. 1) si ls prédicat est vrai (resp. laux). Nolre guestion sur le
prédicat est romengs & une guestion sur la fonction Flx;, X, .o, x") : quelle
en sst la valeur lorsyue X3 = &, Xy = 3z, «eep X = & ?

8'il existe un algorillme pour trauver cette valsur, on dil yue la
fonction ¥ est calculable.5i de plus, on connalt 1'algorithme, oun dit que la
fonction est effectivemenl calculable. On sait définir une classe de fonclions
sffectivement calculable : cette classe, toujours la méme, porte des noms dif-

férenls selon les auteurs qui 1'ont découverte (Church, Kleene, GbBdel, Turing).

Les logiciens fonl lsurs calculs au mayen d’une machine idéale appeléec
E =

machine de Turing. Un trouvera 1’exposé détailleé de sun fonctionnement dans
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[Gm] C’est un machine qui ne foit pes d’errcur, et dont la mémoire est sans
limite. Mais 1'crgane de calcul de lz machine n'a qu'un nombre fini d'itats
pnsaihles, de méme le longuge Js cotte machine n'a qu’un nombre fini de sym-

hales.

2.1.3 - Les résultats de GOuel, Church, Gentzen. Le corportement d'une machine

a4 un instsnt donné peut Btre décrit par un entisr, de mime que lo donnde d'une
formule est dguivalenie A ceile d'un nombre de Gddel. L'sntier gui caractérise
1s machine est appelé 1'index de la machine.

-

Nésignongs par T(i. a. x) 1'é&noncé suivant :

"i est 1’index d'une machine de Turing M qui aurs terminé, & l'instant x. le

calcul u?ﬁ.[a) d'une fonction (a), nd & est une valsur données",

Church : établil yue ls fonction w(al = 3=ala2 + 1 5'il existe x vérifiant

T(a, a, x) ¢ (a) - 0 dans le cas contraire, n’sst pas celculable.

Ne 12, il en déduil gue :

Le prédicat P_: "1l existe x vbrifiant T(=, =, x)" ==t indécidabls.

l.e prédicat du métalangage T(a,a,x) psut 8ire traduit dans le symbo-
lisme du langage furmel de 1'arithmétique. Ainsi formzlisé, 11 est devenu une

furmule Ga de 1'arithmétique. Por suite affirmer qu'il exists x vérifiant

(2, 2. x), revient & &noncer : la formule C_ esl démonireble dans le aystéme A.

Inversement toute farmule démontrabls o8t vrais, car les axiomas sont

vrais, et s1 les prémisses sant vraies, il en est de méme des formules obtenues
par application das riégles d'inférence. Par suite si Ca est démonlrable, cela

implique que 1ls prédicat P est vrel.

En résumé Gd est démontrable si sl sculement si 1le prédicat P est

vrai. UOr nous avons vu avec Church que ce prédicat est indécidable. On psut en
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dire aulant ds Ba.

Qu'en est=-il Jde la propusition contraire a Gc. non-ua ? Comme
précédemment, si on pouvaii montrer gue nun-Ga est vrai, on en déduirait, par
traduction dans le métalangage, uue le prédicat nmon—P est vrai, a savoir gu'il
n'cxiste pas de X tel gque T(a, a, x). Tnversement, Suppusuns qu'on ait nan-P,
at qu'on puisse en déduire yue nr.m-lsa esl vral : malis ceci n'est pas possible
car nous savons que P done non=i' est indécidable. Par suite on ne peut prouver
de cette manisre (celle d'un calcul sur une machine de Idring,) gue ncln-Ca ast
vrai. Ces résultats sunt &tablis quel que soift 1'entier nalursl a. Si par ailleur
la systéme de l’arithmétique est consistant la farmule nnn-ﬁu gsl vrauis ou
fausse. Nn peut supposer gu’ells ast vraie pour la2 valeur donnde p. Un en déduit

1'énoncé d’incomplétude ou encore le premisr théovréme de :

GOdel (1831) : Dans ls systéme formel de 1'arithmétigue, il exisie une formule

np telle que non-un esl Vr”éﬁa_sp.gt nqn_Ep ne sont pas démantrables dens ce

systéme.

Ce Lhéureme est également vrai pour tout systéme formel ol l'on peut
trouver une formule de Lype Ga (Kleene). Il o également pour conséquence 1'in-

décidabilité du ecalecul des priédicats (Church, Turingl.

Ce théorame est enfin 11& au prohléme de la consislence de 1'arith-
métinque dont nous n'avons pas encore parlé. Nn vient de vair que 1'hypolhdse
de cunsistonce entraine nnn-GlJ vral. 5i on savait démuntrer la consisiance de
1'arithmétigus, un saurait aloars do —mé@me coup monlrer m:m-:l_l vrai. Ce qui
contredirait non-Hp noun-démontrable. Ce résultat constitus 1'essence d'un
second théaréme.

(1831)

Godel (1831) : Nous ne sommes pas copables sclusllemsnt de prouver la consis-

tance de 1'arithmétigue.

A 1'aide de pracédss originaux, Gentzen (1936)

a e=pendant nu mogirer ELnrl gue 1arithastigue cst consislanie el w-consis-

tante, c= qui, l2 remargue A. Tarski, "n'ajoute qu'uneg " soiif trés peu & nolre

connaissoance sur l'arithmétigue. (Un systéme S est p-consistant s'il n'existe
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pas dans ce systéme de varishle x ot de farmule Alx) pour Iesguslles on ait &

1a fois : d'une part on peut prouver yu'il existe des X qui ne satisfont pas

A(x), d'autre part on peut prauver les farmuales A(OQ), A(1), A(2),

2.4,4 - Principe de la démonsiration de Godel. Nous avons exposé le schéma de

ol

2
démonstration du théoréme d’incomplétude en suivant Lﬁlﬂ el passant par 1’inter-
médiaire de Church. Mals Gidel o énuncé con Lhéoréms avant gue Church, Kleene,
Turing, n'aienl enlrepris leurs Lravoux. C'est du Lravail de Gddel que ces der-

niers auleurs ont pu, par une analyse minutieuse, extraire leurs ridsultats, Par

exempla, GAdel 2n construisant ses nomhres fait le travsil de la machine de

Turing. Il importe donc de voir en détail 1’argumenl de GUdsl repris par tous

les auteurs, et qui s'spparente 3 celui gui sst utilisé pour batir le paradoxe

du Manlteur (Epiménide ls Crétuis).

I.'argument d'Epimdnide

L’argument de Godel

J'affirme vrail 1’'énoncé £ suivant :

Tous las éncncés nua je prononce
sonl faux.

b — -

J'affirme démontrahle 1'&noncsd D auivant

Tous laes énoncés qus j'E@nonce ns sant

pas démonlrables.

Supposans E vrai. E m'informe nue

C sl faux.

Supposons F Ffaux : il ssl snlidre-

ment loux gues toutes lss phrases

gue j'cnonce sont fausses, =lles

sont toutes vraies. F est vrai.

“ W

Supposans D démontrable. Alors D naous
énunce gu'il n'esl pas démounlrable. Or

un Snonct démontrahle eost vrai. Uone il

st vrai que 0 n'est pas démontrahle,

dlors c'est qu'il est faux.

Suppusons 0 non-démontrable. Il dit que

n’est pas démontrable. U est donc
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En conséquence £ est vral si ul Ainsi N est vrai si et seulement s'i
sgulemenl si C est faux. Par suite | ne peut &Cre Jdémontré. Par suite, ou
le systéme dons lequel dn exprime 4 bien la systéme dans lequel on exprime
E est inconsistant. [0 est inconsistant, nu bien il est

incomplel.

Voicl avec un peu plus de dEtail le schéma de 1’orgument de Gidel

(présentation empruntée & :Doﬂ] :

1. S0it g(G) le nombre de GBdel carrespondant 3 la démonstration de 1a furmule

C suivante, quelle que soit la formule F,, il existe un nombre i(Fi] yui indigue

i‘
gue ri n'est pas démonlroble dauns le sysiéme formel A de 1'urithmstique.

2. Suppogons que G soit démontrable. La cunsislance de A implique alors que C
eat vraie, ¢l G n’est pas démontrable. On peul muntrer que chacun des nombres
1(F ) correspond & un énuncé démontrable. Par conséyuent si A est consislLant,
tuute réalisation numérique de G est démonirable sauf G lui-méme. Un tel sys-
léme vsl w-incomplet. Fn résumé, si A sst consistant, & n'est pas démnntrabhle,

A est w-incomplsl.

3. Supposons que non-C solf dfémontrable dens A. Puisque nnus savons que toute
reéalisation numérique de © est démonirabls, nous avuns alors un systéme qui
posséde une lormule dont touts réalisation numérique esl & la fois démontrable
et non démunlrabls. 5i A esft consislant, la démonstration de non-C ne p=sut &tre

que fausse, st non-0 n’est pas deémontrabls.

4. Ainsi G est vraie oi el ssulsment si toute réalisstion numérique de G sst 3

la fuis démontrable et non-démontrable dans A.

En conclusion, 1f saystdme A de 1'arithmétique est suvit inconsistant,

spit incamplet.
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7.4.8 = " Un _trofsilme Chéorime d¢ Todel et l'anomalie de Skolem. Considérons la

Farmule: F{x1:: s x"J o les variables x;, ..., x sppartiennent & un domaine
D. Un Jit gue cette formule sst valide sur D ai 2lle est vraie sur D et sur la
base Ju calcul des prédicats. Cddel =2 énoncé un théorhme(%% complétude pour

la logigue et gui esl le suivoni :

Gidel (18230) : Toute formule valide est démontrable.

ol

i 1o Tormule I' psut &tre vraie sur D, on la dit satisfiabhle dans 0.

Lowenheim-Skolem : 51 des formulss C,, L, ... &0 nombre fini ou infini dénom-

brahle sant simultandment satisfidiles dans un domaeine D, elles sonl sussi si-

multanément satisfiahles dans 1ns entinrs naturels {0, 1, 2, ...}

Examinung brisdvement guelques conséguences de ces reésultats.

Le trolisi®me théarime de Gidel qu’on vient d'énoncer revienl maintenant
3 dire gue si un systéme d'axiomes n'est pas consistant, a2lors 11 existe une

formule et sa cnntraire gui sont démontrables.

Considérons mainlunant une oxiomaliygue de lo Lhéurie Jes snsembles par un nombre
Fini cu infini dénombrable J'axiomes. Un peul monlrer formsllsmsnt en se servant
du thécréme de | dwenheim-5Skolem qu’il ne peul sxister gue w ensemblss, les =n-
semblaes dénombrables. (Or d’apras 1'axiomatigue les sous-ensembles de 1'ensemble
des entiers naturels forment un ensemhle, et 1'on sait d'aprés le thiorsme de
Cantor gue cel ensemble n'est pas dénambrable. On s2 trouve en pridsencs Jd'une
anomalie due & la manidre Jdonl un évalue lg cardinael de l'snsemble des sous-

ensembles qui oblige a sortir un peu du cadre de l'axiomatisation.

2.6 - Conclusions. Citons |K18) : Cette anomslie entraine que tuule axioma-
tisation de la théarie des enscmbles au moysn d'une guantité dénombrable d'axiume
formalisés da le caleul des prédicats restreinl svec Sgalité, doit manquer 2

rend:re complétement le contenu des notions d'ensemble, d’ensemble de tous les

{1) Ce théoréme n'est valabls gque pour une théorie du premisr ordre. (Je dois
Ce Trappel & 1l'orgre & M. Eytan].
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sous—ensembles d'un ensemble donné, de courrespondance bijective, de dénom-—

brable, slc...

S1 ces notions ont un statut préalable 3 1'axiomatisation, elles
échappent & la caractérisation axinmatiqua. Mais il est difficile, A& cAause des

paradoxes de la théaorie des ensembles, de leur donner un statut préahle ot indé=

pendant de tout systéme d'axiocmes.

D'old Skolem fut conduil & penser gue les notions ensemblistes n’ont
gu'un statut relatif ("relativitd de 1a thénrie dss ensembles”). Ainsi un ensem=-
hle non-dénambrable dans une axicmatisation psut &trs dénombrable dans une autre
car il n'existe pas de notion absolue de la dénombrabilité®. (Les termes souli-
gnés 1'unt éidsspar nousl.

fe résultat, joint & 1'impossibilité de prouver la consistance simple
de l'orithmétique, nous montre clairement l'échec des Llenlotives de Russell-
Whitshead et Hilbert pour présenter les mathémaligues comme un chepilre de la

logique formelle.
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aii remarquer
A celui gqui 1z découvre uns propriété comme Svidents, il psut avoir beaucoup de
mal & la démontrer, soit parcs gu'elle est indécidable, soit perce ques le schémo
de démonstration pour &tre détaillé compleétement exigerait des vulumes entiers,
ve qui ne léverait pas les ambiguités linguistipes guw sulignait Kleene plus haut.

(Voir également [Tha 1]).

Notons gqus 1l'on counnalil des problizmes dont on & pu

mantrer 1'indécidabilité, problémes d'Alggbre comme de lopologie (volr iﬁoa]].

Les résultats d'incalrulahilité de Church nous indiquent clairement
ins limites d'un raisonnement par nui ou non, et les limites d'emploi des machines
a calculer, qui sont des machines hien moins puissantes que la machine de Turing.
"Cecl réfute 1’'idée, gue les articles de journaux sur les déveluppsments contem-

-~

parains des calculatrices électronigues tendent & répandre dans le public, &
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savolr que les machines peuvent tout faim® dit Kleene :Klﬂ (voir égalemont
[De1]. [kee], [rhe 1.

Mais nous sommes Ggalement omenés & nous paser la guestion de 1’exis-
tence des cbjets mathématiques. Car voici "Codel’s well knawn interpretalion of
his incompleteness theorem : either there are mathesmaticol objects external to
nurselves ur Lhey are ocur awn cansiructions and mind is nol mechonical” [Has].
S$'1ils sont des ubjets indépendants de natre pensée puisque exlérisurs & nous-mémas
il est clair selon Gbdel gu'on ne peut pas 1les appréhender dans leur Lolalité par
notre raisonnement logique. Un tgl poinl de vue est portagé par les intyition-
nistes platoniciens. Mais insiste 1'intultonniste constructiviste tleyting "méSme
5'ils doivent 8tre indépendants des actes individuels de pensée, les ohjets ma-
thémstigues sont per leur vrzis nature dépendants de la pensée humaine. Leur
existence est garantie seculement pour autant gu'ils peuvent 8tre déterminds par
la pensée. Ils ont des proprigtés seulement pour autant que celles-ci peuvent

&tre discernées en eux” [kegj.

Avec ces questions sur la nature profonde des mathématigues, nous
sommes conduils & examiner les ropports entre d'une part 1la logigue cl les
mathématiques st d'autre part notre pensée qui trouvs uns expression sonoare

rdans ls langage parlée.

Dans la mesure ol cette expression est entochés d’ombiguités, oo
cette pensée se concrétise en concepts flous, tous les énoncés que nNous pour-
runs Glablir par des mécanismes de roisonnement rigoureux mals assis sur des
hasas aussi fragiles. perdronl encore de leur précision au fur ol & mesure du
déroulement de la pensée. C'est dans ces raisons linguistiques et plus géné-
ralsment conceptuslles qu'il faut rechercher 1'uvrigine des difficuliés de can-

sistence rencontrées en Lhéorie des ensembles el en arithméiiqus.

Aussi nous parait-il sage, plutit que de s'affilier hruyamment &
ung ccule de mathématiriens-lagiciens & Atiquettes, de rhercher davantage,
avee palience et psu d'ambition, & comprendre ou imaginer cammen® fanctionne
notre pensée, ot connaissant le mode de formalion de notre intellesct, sn exa-
miner les conséquences sur le plan de la formation du langage. de Son méca-

nisme, et du contenu sémantique des termes qu'il emploie.
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TROISICME_ PARTIC

ok

"Primom onmium revym natura Deum conditorem, quantunm quaeque

guae ezegentiae comditione potuit, reprezantare debuit'”,

(7. Xépler)

3.1 = Trois niveaux de pensée

3.1.1 - L2 pensée instinctive : Le premier niveau de pensés & considérer est

celui de la psnsés instinctive. C'est le plus lacils & agpréhendsr. Notre cervesu
se comporte comme un oulil de simulotion du monde sxlérieur & nous-méme. Il faut
done avoir en téte des images de ce monde sxtérisur, ot 1'cn peut distinpguer les

différents uvbjsls qui ls composent.

La pensée instinctive se rapparte d'abord aux ohjets que 1'enfant
esl capable d'opercevoir st awqgels il g¢essiera d'atiribuer des noms @ homs 4'ani-

mEux, 2 conmencer par la mére st le pére. noms de plantes, noms Jd'objots usuels.

I.'enfant eat tras Stonné par ce yui aepparaft ct disparail. Qui n’a
jamais caché sa figure dans ses mains, et tout d'un coup apparaft rayonnanl aux
~
yeux de l'snfant émsrveillé de surprise{ I.'enfant prend ainsi canscience de la

notion d'exlistence statigque, qui se traduira plus tard par le verhe &tre, exister,

=n méme temps qu’il jous & cache-cvache, il se familisrise avec la
notion ds mouvement qu'il aspprend & réaliser au moment ol il doit donner, prendre
et marcher. Aux mouvements d’objets extérieurs a 1'enfant carrespondent les
verbes de mouvement non cunflictuels de son point de wvue : marcher, souter,

danssr, courir, tomaer, sonner, sboyer, aller, venir, volar, ..., gu! sont des
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Se.1.4 = Lo psnses vomparative : NouS allond poursulvie l'examsn Ju muds Os
construclion de nulre pensée, on restant fidéle & Uarwin pour gui "tLoule cons-
truction vraie ast génfalogique™. Autremsnt dit nous souhaiterinns reftrogver

et suivre 1l'histeirs géneétique de la pensée.

Il existe dans Loul systéme de régulation. et notre cerveau est
tgalement le systéme de régulation de nolre intéricur biologiyue. des &léments
comparateurs qui dictent notre comportement en cas de déséquilibres internas.

De sorte que les premisrs €léments du langage, peu conformes a nos
regles de 1'harmonie, exprimesnt ces déséquilibres physiques cousés par lg mangue

d'Cnergic regue, l'excls de chaleur vu Jd’'hunidilté ambianle. Ces C¢lémenls du

intarnea. On peut Ies rédpartir en deux anus-classes, celle des verbes de désir
2 laquelle appartient la verhe vouylair, et celle des verhes de rafus. Tls ont

tout-a-rait leur place parmi les premiers des verbes de la pensés instinctive

on a faim, uvn a soif, on refuse de manger davanlage d@s le plus jeune dge. On
peut alors se demander pour quelle-sraison nous les avons placés dans le cadre
e la penséa comparative. C'=sat hien parece qu'ils expriment 1e résultat d'une
comparaison intarne enftre le niveau d'énergis qui nous est nécessairs et celui
yue nous avons 3 l'instant de l'exprassion vocale de notre désir. C'est plus
tardivement que 1rns &18ments linguistiques comparateurs issus de 1a simylation
du monde exiérisur & nous-méme font leur apparition : ce sont les gquantifica-

teurs donl une clossificotion a &té dunnde dans [Uru 4].

Nhservons gue la comparaisen est le fruit d'un conflit ; le boeuf
est plus gros que l1la grannuilln, cette expression simule & 1’avance 12 rédsultat

c'une lutte gui opposerait ces deux animaux Familiers.

C'eat 1ci qu'il faul faire cette remesrque : le conflit gui est pergu
dés le début de la vin, parce qu'il est en nous, parce gu'il est présent au
plus profond de la nature, peut volontisrs ss limitar a8 deuyx actants. Bt comme

ces actants sont en nomare minimal, on s trouve =n préssncs d'un phénnmine extbrs
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Les actions de donner et de prendre s'accampagnent égalemant d’'un
cunflit avec la chose 2 prendre qui refuse de ue laisusr prendre, avec sol-méme
qui refuse de donner. On oborde ainsi la classe des verbes d'existence dynamigues

conflictuels : prendre, attrsper, saisir, volsr, briser, cesser, tuer, Jélruirs,

... DU le vaingqueur du conflil esl sa prupre personne ou d'une manidre plus géné-
rale en franguis le "sujel grammatical du conflif ; donner, ahandanner, laisser,
guitter, ... ol le sujet grammatical gst cette fols-ci 1l vaincu du

contlil.
Voild 1'essentisl de la pensée inatinctive, du langage qu’elle

suscite. C'est sssenliellemsnl & son vocabulalire que se rapportent les modeles

de Tham [Thc q].
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Sel1e4 = La penses vumpdaralive : NOuS allons poursulvre l'examen du mude Us
consblrucltion de nolre penciée, en restant fidéle a ODarwin pour gui “Loule cons-
truction vraie ast génfalogique™. Autremsnt dit nous souhaitaerions retroyver

et suivre 1l'histoire génétique de la pensés.

Il existe dans Loul systéme de régulation, et notre cerveau est
fgalement le systiéme de régulation de notre intéricur biologigue. des &léments

comparateurs aqui dictent notre compartement en cas de rdésdéquilibres internes.

Dg sorte que les premisrs éléments du longage, peu conformes d nos
régles de L'harmonie, expriment ces déséquilibres physiques cousés par le mangue
d'énergie regue, l'excs de chaleur ou d'hunidité ambianle. Ces élémenls du
langage vont conatituer la classe dees verbes d'existence dynamique conflictuels
intarnes. n peut Ies répartir en deux snus-classes, nelle des verbhes de désir
& laguelle appartient la verbe voulair, =t celle des verbes de rafus. Ils ont

tout-a-lait leur place parmi les premiers des verbes de la pensés instinctive

on a faim. uvn a soif, on refuse de manger davanlege Jdds le plus jeune dge. On
peut alers se demander pour quelle-raison nous les avons placfs dans le cadre
ce la penséa camparative. C'=st Hien paree qu'ils expriment 1e résultat d'uns
comparaison interne entre le niveau d'énergis quli nous est nécessairs st celul
yuc nous avons 2 l'instant de l'exprassion vocale de notre désir. C'est plus
tardivement que lens &l1éments linguistiques comparateurs issus de 1a simulation
du monde extérisur & nous-méme font leur apparition : ce sont les guantifica-

teurs donl une classificotion o &L¢ dunnde dans [Uru 4].

Nheervons que la comparaison est le frult d'un conflit ; le boeuf
est plus graos que 1la grannuille, cetie expression simule & 1'avance 12 rédsultat

gd'une lutte gui opposerait ces deux animaux lMamiliers.

C'eat ici qu'il faut faire cette remargue : le conflit gui est pergu
das le début de la vie, parce qu'il est en nous, parce qu'il est présent au
plus profond de la nature, psut volontisrs ss limitar & cdeyx actants. FE comme

ces actants sont en nomare minimal, on s= trouve =n pressnce d'un phénnméne exirdrs
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donc trs stable [Rru 3}. de nalure srchétypole, et la situation biconflicluelle
ayra tendance A se perpétucr au coure de Ll'évolution : c’sst ainsi qu'Achille
a8 lud seul défendait contre Hector, le premisr 1'hunnmesur des Orecs, le second
1'hanneur de Traie. C'est ainsi qu'elle exerce actuellemenl un poids prépondérant

sur lo psnsées canceptuelle.

3.1.3 = La pensée conceptuclle et le logigue dicholomiyus : Lo pensée concep-

tuelle ne prend naissance qu'au moment ol se produit une simulation du contenu

de natre pensge instinctive et comparative,

Il ne peul y avoir cumparaison gus d'objsis ds m8me nature. Par suite
le développement de notre pensée comparative nous permet de misux Stre & méme
de faire la distinction entre 1es objets, leur classification.

Mais tout comme la pensée comparative, la psansée conceptuelle est
déja en gestation diés 1e plus jeune Age .do méme yue 1'=mbryon contient en lui
tout le déavelappement fufur de 1'homma. Nn connait 1'ihdstaire &'un petit gar-
gon qul chague fuls qu’il voyait s'agiter des jaombes ds pantalen darrigre la
harriére qui le séparail de la rus crioit *papa, papa !”. Autrement dii, la
forme du pantalon était pour lui un symbole extérieur de son gpérs, mais comme
il vayait bien que tonus ceux qui portaient pantalon ne répendaient pas 3 son
appsl, il opprenait 1l'existence d'une multitude d'chijets dont 1= forme secule

Gtait lo propriété communs.

Il y aura concept du jour ol 1'individu aurz pris conscisnce, aura
vy, aure cu l'intuition qu'un seul terme suffit 3 désigner touts uns closse
d'objels. Ces concepts sont plus ou moins précis o3 tout 1'offort de notre intel-
lect wst Jd'arriver & les préciser, guitte 2 en restreindre le domaine d'eppli-

cation, guitte & crdéer JUs nouveaux Llermss.

La pensée caonceptuelle ne peut pas manguer d’enrsgislrer lss mouve-
ments conflictusls de notre pensée instinective et comparetive, Je Jdéguger la
régle dichaomotique des mécenismes & lo base de ces mouvements et do 1eurs expres-
sions orales, et par une sorte de phénomine d’'apprenlissoge et de ritualisation,

~

a chercher & &tablir comme régle le mouvement dizalectique de son fonclivnnement.
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I1 ne faut pas voir d'autre raisun essenlislle a 1l'origine de la lagique linfaire
dans leguel s'exercedtles plus avancds de nus philosophes qu’un phénoméne de
répéltition et d'acquisition d’un m2canisme el phénuméne archétypol qui ne saura
fitre vraiment dépassé que le jour od 1l aura été plelnemsnt acquis, st a la
condition gu’il ne devienne pas une carcen interdisanlt & nulre psnsés Loute

passihilité de développement et de dépassemant du cadre dichntomique [Hru 3].

A la lumiére de ceite concepliun, lg rdle social des mothématiques
et de la logique gpparalt sous un nouveau jour : exercér l'esprit humain & moni-

puler la lagique dialectique jusqu'’s luil faire saisir Ies limites de son emplod.

A cet dgard le travail des formalistes, des logicistes n’aura pas &t¢ inutile.

3.2 = Linguistigue et logigque

3.2.1 - Le vrai sl le foux : "Le rdle de la Science esl la recherche de la vérite®

dit Poincard. EU reprenant MunlLaigne, Pascal s'exclame : “Vérité en dega des
Pyrénées, orreur au-deld®. Allons-nous essayer de passer le baccalauréat et entre-

prendre d'derire une nauvelle dissertation sur 1a sciencs et 1s vrai ? Nen, qu'an

o

a¢ rassure. ‘Vous alleons simplemant essayer de précissr 1z nature linguistinue

des termes "vral® =i "faux".

Supposone qu'on nous affirme : il pleut. Aussitdt une image grisdtre
lardée de raies transversales brillantes et sombres spparait dans notre pensce
instinctive. Nous levons les yeux. Une zutre imsge prmvenanl de la perception

dirgcle du milieu extérieur s'imprime dans natre pensée inslinctive.

La pensée caomparative conceptuelle mei en confliif 1es deux imoges.
3'il y = résonance, superposition passibls des deux images de manifére gu'une
seule apparaisse au résultai, la pensée conceptuellie agira sur nos mScanismes
vocaux pour libérer sa tension, st nous faire dire, "oui, il pleut, n'esat vrai'.

3i nous aoppelons I aLnsimage suggéréa par le locuteur & 1'auditeur,

1
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Ia les images objec-

tivas chserviss respeclivemsnl per chacun des sujets, 11 est clair que la notion

de veritd est relative & ces images. LElle dépend essentiellement de nos facultés
n, b de la stabilité de notre centre de décision : "Ma soeur Anne,

ne vois-tu rien venir 7” Anne pourra rdpondre non, si effectivement elle ne voit

n, ou bien si elle apercoit quelgue rchase, elle se décide 3 dirs yue cel ubjst

ne se dirige pas vers elle : dans les deux cas, elle psul se Lromper.

Dans lo mesure ol, gqusl gue solil 1'outi] dapprint nue nous uiilisans
notre pouvoir de perception esl Limité, 11 nous fauwdrait conclure que la véritd
ahsolue est hors de nolre alleinte. ot que nous devons nous conlenler de la
viriid relative. Y aurait-il un rapport entre 1'indécernabilité de la virits,
et 1'indécidabilité de l'arithmétique ou la relative consistance de 1a théorie

des enzembles ?

Il faut d’zhord noter que la vérild des logiciens ne peut 8ire que

absolue. Une propusilion est vraie ou fausse. De sorte gue 1l'ensemble

1

12 wvérit
des propositions des lugiciens peut se reprifsenter sur une surface dJe Hiemann-

Hugoniol ({!ho 3]] 2

rai

—

aux

La partis supérisure (resp inférisure) de la surface représenie la noppe des

propesitions stables gui sont vraies (resp. fausses), la parlie hechurée de la
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surftace représsnts la nappes des propositions instables qui ne sont ni vraies ni
fausses et que le logicien ne prend pas en considération. "Vrai® =t "faux", tout
comme "oui™ 2t "nmon", sont des nuantificateurs de comparaison dynamigus CBru 4]
gui assignsnt une prupousition, aprés comparaison inleine, & vccuper une place
sur 1'uns des deux nappes disjointes de la purtion de surtace R=H gui porie les

propositions vraies sl faussss.

3.2.2 = Les poradoxes : Le schéma spatial précédent rend absurde un énoncé tel

gus celui du menteur : j’offirme vrai l'énoncé suivant, toutes les propositions
gue j’“nonce sont fausses. Les nappes V gt F de la surface de R-H étant disjnintes
par nature, il n’est pas possible de faire coincider 1'une d'sntre elles avec une
partion de 1'autre. Ceftie impossibilité naturelle Tait que le terme de paradaxe
g5t bisn mal aduplé 3 quolitier la situation vur son smploi leicss planer un
douts sur le sérieux de sun existence. C'esl davenlage 1'Absurdilé du menleur

qu'il faudrait dirs.

Tous les paradoxes sont-ils des absurdités ? Nhservons d'zhord 1a

similitude de leur construction :

L'sznserbls gui contient tous les ensemblss qui ne se contiennent pas (eux-mémes),
se contient-il ?

L'homme gui rase tous les hommes qul ne se resent pas
=g rase-3-3il1 7

L'liomme gqui cuiffe Lous les hommes qui ne se cuiffenl pas
se coliffe-t-il ?

L'homme yul dil homnétes Lous les huommes gqui ne s disenl pas honn@tes
est-11 honnfte ?

| 'homms qui Zit menteurs tous les hommes qui ne se disent pas menteurs
ment-il 7

Objet gui " tous les objets qui ne o E

e 0 R

Les trois points sont mis pour "agir sur” ou "affecter une propristd

a". ce qui revient bien au méms puisnue agir sur pisce de métal par exemple, lui
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confiére aussitdt une prapriété de résistance mécanique ou de forme : de sortie

gu'on peut remplacer les expressions précédentes 2 et 4 respectivement par celles-

(15 34

L'homme qui affecte la propriéié Jd'élre rosé d tous les hummes gui neg s'affectant
pas sux~mimes cotte propridéld

| "hamme qui affecte la propriétsd d'étre honnéte 3 ftaus les hammes qui ne s'affnitten

pas eux-mames cetie propriste.

Examinons maintenant les oxprossions suivanites @

L’énoncg gui aftfecte la pruprield d'cGlre vrale & tous les énonceés gui ne s’atfeclen
pas cux-mémes cette propridté
| 'énancé nui affecte la propriété d'étre démantrable 3 tous les éncncés qui ne

-

s'affectent pas gux-mémes cette propriéte.

On le voif ici dircctement.les constructions internes des parodoxes
du Rarbisr (groupe A selan Ramsey) et du Menteur (groupe D selen Ramsey) sont
identinquss et les motivations de 1la distincftion faite par ce logicien sntrae Ins
deux groupes de paradoxes esl Lrés mul fondés. On serait donc tenld de dirs gus
tous les paradoxes que nous avens rencontrés sont des absurdités, ot ne méritent
pas d’éire pris an considération.

Mais toutl énoncé de l'homms, 5'il n'esl pas vrai, conlisnt en lui
la potentialité de wirifé qu'il nous faut mettre maintsnant en évidence : il suffit

pour cels de reprendre 1z distinction de GBdel enire ensemble et classe.

Cansidérons une bofte qu’on appelle appartement : celui-ci repré-
sente pour naous un abri. Accolons plusieurs appartements, cifte-a-cfte d’une .part,
superpusition d'autre port. Le résulict obtenu est encore un ahri, mais ce n'est
plus un appartement, c’est un immeuble. Le Lout a une propriété supplémentaire par
rapport a ses &léments, propriétd gui en fail un objel plus "complexe”, nouveau et
différent bien qu'il pnssadde certaines propriétés de ses €lémenls constituants.

Par suite, le barbier, le coiffeur, 1'homme idéal ne sont plus des hommes ordinasirs

un ne peut plus dire 1'honme qui rase ..., ou 1? barbier qui rase ... =t considérer
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celui-ci comme doté des mémes proprifétés caraciéristiques que les autres haommes.

On est amend & se dire que l'expression "l1’éncncé gui affeclte la
propriété d'étre démontrahle ..." n'est pas admivsible. Le Lermes J'”Cnonct” devral
&tre rerplacé par un autre terme, Sien différsnl pour éviter l'aliénation aux mots
& luguelle personne n'échappe. Mais s'il nous est déja difficile de donner un sens
intuitif & la notion de clusse, il est encore plus difficile de saisir mentalemant

1a notian du terme qui remplacerait et dominerait celui <&'énoncé.

Notons alors que le résultat de celte discussion esf de refrouver
la théorie des types de Russell [Rui] : si par exemple "ensemble” est un terme
d'urdre 1, "classe” est un terms d'ordre 2. Cette théorie présente des avantages
nt des inconvénienls gque Ramsey [Qam1 a pu lever en partie, en partie ssulemsul
car on se heurte tuujours & l'obetacle que représents la prise en main de 1'infini
Mé&me HilberlL disait "gue 1'infini dans le sens d’uns totalitd infinie, tel gque
nous le trouvens encors smployé dans les mélhodes déductives, est une illusion”
inl]. Cependant c'usl autour des problémes posés par la théoris des Lypes que

se puursuivent les veritahles recherches sur lss fondsmsnls Jdes malhémaliyues.

Ce gu'on peut retenir de ces quslgues remarques, c'est le pracessus
par lequel un concept semble se former : on part d'un conceplt déjd établi qui
possitde en lul le germe d’une contradictiocn asvec le totalité de la classe de ces
concepts : le conflit est résolu par un désloiement du concept initial en un se-
eond concept gqui stabilise le premier. Ne s'=git-il1 pas 124 du méme processus
psychologiques par leguel on résout agréablement 1s conflii entre 1'homme sl sa
sucidtlé per la création de mythes, c'hommes providentiels, de personnalilés en-

censées, d'un Deus aex machina ?

Nous revenons au pruobldme de 1'arithmétique, guelles canclusions
devons-nuus deduire de ces propos sur 1l'indécidabhilité de 1'arithméligue énoncée
par Gidel ? Il semblerait qu'a premi2re vue sa conclusion soit A rejeter puisque
nous posons 1'absurdité de 1'énancé "démon® .J'affirme diémontlrable gue tous les
énoncés ne sont pas démaontrables, et que nous refusons de le voir figursr parmi

les énoncés permis. foppelons-nous d'ailleurs que GAdel epst enferms dans un cercle
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vicieux : il avait le choix entre dire que 1o systéme A de 1'arithmdtique SLail
w—inconsistant, st odmettre lo consistance de A, d'od il en déduisaif qu'il
pussédait une proposition éguivalente & 1’affirmation de la consistance mais
au'il ne savait pas démontrer.

Le retfus de 1l'argument de Gbdel, nous ramene Jdonc d la situation
de 1'arithmsligque avanl gue GOdel n'ait furmulé ses résullals @ Itarilhmétigus

est=eglle consistante, existe=t=1il des propositions indécidables ?

L2 gusstian se pose cependant de savoir si, une fois créé le
langage du second ordre qui permet d’éviter des difficuliés rencontrées au
niveau du premier ormdre, nous n'alluns pas renconlrer & ce nivesu les mémes
probla&mes yue nous venons de rencontrer au niveau du premier ordre. Faute d’une
cannaissance approfondie de ce nouveau langoge, nous sommes pour 1'instant en
présence ¢'une situation indécidable, sl il n'est pas exclu en définitive qu’on
arrive & créer de nouvellas farmules d'arithmétigues exprimenl son indécidabilife

Mzis on décete ici Lrés bisn par ol pé&che notre raisonnement : 2
chaque étage de natre construction d'un lungoge dominant le langage qui 1e pré-
céde, on répete las mémes anomalies que celles qui ont €LEé observées dans le
langage duming : si & n on ajoute 1, on ohiisnt n+1, et si 1 porte en lui une
imperfection, 1’imperfeclion observée =2u niveau n, se retrauve au niveau n+1. On
prociéde par induction linéeaire, et c'est 13 gue se trouve l'errsur : il faudrait
Qu'il y ait quelgue caurbure dans nolre raisonnemenl cormme il v en 2 une dans
1l'espace de l1l'univers, qui permeife d'atteindre par un phénoméne d’enroulement
une limite non-ambigus. Cette courbure, d'ad résulte la convergence, le mathé-
maticien essaie de 1’atteindre par un artifice scuvent suffisant :

1 1 1 S
— ¢ = + — + ... Un rojoute 4 chaque pas guosluwee chose de tout petit et de

12 22 a2

différent par repport au résultat le précédani. Esl-il possible que notre pensée
modifie sa fagon de volr, son exercicé de maniére & mieux prendre en compte un
phénumens peu perceptible de courbure? On ne sourait évidemment cxclure celte
dvenlualilé dans la mesure ol déja on prend conscisnce d'une nécessaire Svolutior
de notre pensde, ol les logiciens travalllant sur les logiques a plusicurs valsur
se pasent 1f probléme de leur interprétation pratiqus. L'assiduité de plusicurs

générations d'hommes devrait contribuer 3 en favoriser la solution st a enrichir

lentement nas facultés de perception de noftre nature et de notres environnemsnt.
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3.3. Pensée ot objets mathématiques.

La lecture d'un ouvrage récent de .J. Piaget (1) est
un encouragemenl dans la voic que nous avons choisi de suivre, essayer de comprendre

comment notre pensée se¢ forme, évolue, se Cransmel.

Pour mener a bien ce programme, il nous faut, en l'absence de données expé-

rimentales reconnue5$23ccepCer des hypothtses de travail, accorder pour l'instant

quelques faveurs &t leurs conséguences.

On peut imaginer que la donun¢e d'une forme extérieure 3 nous-m@me laisse dans
notre pensce une "empreinte", le terme est d'Aristote. Mais, de m2me que le marcteau
doit frapper plusicurs fois sur le fer pour y graver um souvenir reconnaissable,
de méme nous devons 2tre mis fréquemment en présence de L'objet pour en acquérir
une image stable, Le cerveau du tout petit est encore le sidge de phénomdnes
dynamiques trop instables pour &tre 2 m@me de conserver longtemps la mémoire des
formes. Mais une stabilisationm progressive se produil, ¢l par un processus d'appren-
tissage, les formes principales que 1'enfant rencontre autour de luil finissent par

laisser un souvenir gurable.

Si on imagine également que le support primitif de la pensée a2 la consistance
d'une cire peu liquide, l'empreinle de L'objel a Lendance & s'effacer d'avtant plus
rapidement qu'on se trouve plus loin de 1a ligne singulidre qui constitue le bord

de cette empreinte dans la cire.

La rituvalisation, la stabilisation d'un tel processus pourrait conduire 2 la
notion de forme et d'objet mathématique géométrique, pergu par la pemsfe conceptuelle

qui jette son regard sur la pensée instinctive,

Le déroulement d'un tel processus aurait la nature d'um caractére déja acquis,
en 1'&tat actuel de développement de l'homme. Car comment expliquer par exemple
qu'un aveugle puisse 2tre un excellent mathématicien topologue ? Cette particularité
nous indique que le sens visuel peutl, pour ce qui ést de la perception el de la

conception des formes, &tre avantageusement remplacé par le sens tactile,

(1) J. piaget, Psychologie et Epistémologie., Gopthier-Dentel (Paris) 1970,

(2) Les travaux des neurophysiologistes sur la perception présentent de 1'intérét.

On pourra consulter i ce sujet : Vitus B. Drdscher, Le merveilleux dans le
régne animal, R. Laffont (Paris) 1968. 38/...



Ce processus de formativon des images dans la pensée présente l'avantage de
n'@tre pas en désaccord avec les expériences que e¢fte Piaget (Op citd) sur la
perception de 1a longueur chez les tout jJeunes enfants : on prend deux reégles.;
on les superpose pour bien convaincre l'enfant de 1'égalité de leur longueur ; om
les ¢carte de quelques centimetres en conservant soigneusement leur parallélisme ;
on déplace une reégle vers la droite : la ragle qu'on vient de déplacer est plus
longue que l'autre régle tixe. On peut en effet supposer que 1l'enfant mémorise les
points singuliers formant les extrBmilés des régles ¢ Lrés impressionné par l'extre-
mité A, qui se déplace qu'il observe et ne compare qu'd 1'extrémité fixe 52 de
la deuxigme raégle, il garderait en mémoire la trace des extré&mités des rigles A
et B avant leur ddéplacement, et serait amené¢ & comparer la "ragle" de longueur
AlAé a la "reégle" de longueur BIBZ : "celle qui dépasse", sclon sa propre

expression, est la plus lengue.

Ce processus, topolougigue et dynamique, s'accorde ¢galement avec cette
conséquence directe des explriences précitées, gqu'est la formation premiére du
géométrique. Le numérique ne peutl se concevoir qu'a partir du moment oG la perception
des formes est stable et bien distincte, L'arithmétique vient en second, 1'algdbre

succdde 2 la géométrie.

Mais, si prolongeant l'image précédente, nous assimilons la pensée & un écran
sur lequel se projettent des formes, et voila qui rsppelle furieusement le mythe
platonicien de la caverne, le nombre d'objets ainsi représentés que nous pourrons
observer sera limit¢ au puuveir séparateur du regard de 1'observaleur, & la [(inesse
des grains de l'Ccram, & sa dimension. Toules ces contraintes ne permettent pas i
la pensée de concevoir plus de quatre objets simultanément, La création du nombre

apparaftl alors comme un travail de la pensée conceptuelle.

Il faut maintepant revenir un instant 3 la pensée instinctive capable de
simuler Lrés rapidement les wmouvements relatifs de deux formes, par exemple une
forme Fl qui symbolise notre propre &tre, et une forme Fz qui représente um pot
de fleurs tombant du cinquiéme ¢tage d'un immeuble le long duquel nous marchons :
les conséquences de leur choc dans la pensée instinctive sont répercutées 3
L'intéricur de toul notre &tre, et par voie de retour, dictent les mouvements que

nous devons accomplir pour recevoir ou éviter ce choc.

11l ne fait pas de doute que ces mouvements de formes sont analysés et ritua-
lisés au niveau de la pensée conceptuelle. On peut meme croire 2 l'existence d'une
sorte de systéme musculaire conceptuel qui anime les formes de la pensée instinctive
ou conceptualle pour les faire agir sur l'autre ou les comparer. Comment vont et
viennent nos concepts dans ce giganlesque happening ot 1'éclairage de 1'un suscite

1'éclairage de l'autre jusqu'® 1'obtention du résultat final désiré, est um
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Ce processus de formation des images dans la pensée présente 1'avantage de
n'dtre pas en désaccord avec les expériences que cite Piaget (Op cité) sur la
perception de iz longueur chez les toul jeunes enfants : on prend deux reégles. ;
on les superpose pour bien convaincre 1l'enfant de 1'égalité de leur lomgueur ; om
les écarte de quelques centimdtres en conservant soigneusement leur parallélisme ;
on déplace unme ragle vers la droite : la r2gle qu'on vient de déplacer est plus
longue que l'autre ragle fixe. On peut en effet supposer que 1'enfant mémerise les
poinls singulicers formant les extr®mités des régles : treés impressionné par l'extré-
mité Ay qui se déplace qu'il observe et ne compare qu'd 1'exlrdmild fixe BZ de
ls deuxi&me régle, il garderait en mémoire la trace des extrémicés des régles A
et B avant leur déplacement, et serait amené i comparer la "ragle" de longueur
AlAé 4 la "regle" de longucur 5132 : "celle qui dépasse", selon sa propre

expression, est la plus longue.

Ce processus, topologigue et dynamique, s'accorde également avec cette
conséquence directe des expériences précitées, qu'est la formation premidre du
géométrique. Le numérique ne peut s¢ concevoir qu'a partir du moment oG la perception
des formes est stable et bien distincte, L'arithmétique vient en second, 1'algébre

succkde X ja géométrie,

Mais, si prolongeant l'image précédente, nous assimilons la pensée a un ¢cran
sur legquel se projettent des formes, et voilld qui rappelle furieusement le mythe
platonicien de la caverne, le nombre d'objets ainsi représentés que nous pourrons
observer sera limité au pouveoir séparateur du regard de l'observateur, & la finessc
des grains de l'écran, & sa dimension. Toutes ces conlraintes ne permellent pas &
la pensée de concevoir plus de quatre objels simullanément., La c¢réation du nombre

apparalt alors comme un Cravail de la pensée conceptuelle,

I1 faut maintenant revenir un instant 3 la pensée instinctive capable de
simuler trés rapidemenl les mouvements relatifs de deux formes, par exemple une
forme Fl qui symbolise notre propre &tre, et une forme Fz qui représente um pot
de fleurstombant du cinquiéme ¢tage d'un immeuble le long duquel nous marchons
les conséquences de leur choc dans la pensée ioslinclive sonl répercutées i
l'intérieur de toul notre @tre, el par voie de retour, dictent les mouvements que

nous devons accomplir pour recevoir ou éviter ce choc.

Il nc fait pas de¢ doute que ¢es mouvements de formes sont analysés et ritua-
lisés au niveav de la pensée conceptuelle, On peut mEme croire 2 l'existence d'une
sorte de systime musculaire conceptuel qui anime les formes de la pensée instinctive
ou c¢conceptuelle pour les faire agir sur l'autre ou les comparer. Comment vont et
viennent nos concepts dans ce gigantesque happening ot 1l'éclairage de 1l'un suscile

1'éclairage de l'autre jusqu'd l'obtention du résultat final désiré, est un
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merveilleux mystére. Ce gque nous retiendrons ici, ce sont les capacités opératoires

&

de 1a pensée qui sait fairc agir A sur B et B sur A .

La présence d'une dualité stable (A et B sont en présence) autorise la
symétrie d'actfon (A agit sur B, B sur A). La ritualisation de ce cas limité 2
deux actants conduit par un processus de catastrophe généralisCe a un énoncé plus
général. (Par catastrophe généralisée, l'expression cst de Thom, on entend un
processus avec ramification : 1'exemple typique de calastrophe généralisde est
celui d'une goutte d'encre qui tombe dans un verre d'eau ; elle se sépare en
goutelettes, qui & leur tour "tombent" dans les couches plus profondes de Ll'eau
dans le verre, éclatent en nouvelles goutelettes, etc...). Cet énoncé plus général
en voicl d'abord une de ses applications : la présence d'un phénoméne stable
suggere la recherche de champs de forces en équilibre a l'origine de cc phénomene
qui, c'est le mod2le le plus simple 2 concevoir, forment une configuration riche
en symétries. La symétrie limitée 2 deux actants devient une symétrie rézlizée
par mn actants, ou encore Al peut agir sur Az 5 AZ peut agir sur A“J""’An
peul agir sur A, . Ce que nous avons mis en oeuvre pour ¢tablir ces ¢noncés, c'est
le principe d'analogie, d'induction mathémaltique qui s présentent comme des formes

trés Elémentaires de catastrophes généralisées.

A la lumiére de ces modéles, les objets mathématiques apparaissent bien comme
des cbjets construits par la pensée, par un processus biologique qui s'appuie sur
notre eavironnement externe. Mais nous ne savons,pour l'instant, censtruire cons—

ciamment ces objets que par un processus inductif lin@aire.

Ces objets mathématiques ont une significatien physique extérieure 2 notre
personne pour autant qu'ils correspondent 2 des phénomgnes et objets naturels
stables. Il y a sans doute quelque hi¢rarchie dans leur degré de stabilité. A
chaque dimension serait associ¢ un facteur de stabilité s inférievr a L ,
multiplicatif avec le nombre n  de dimensions (s™) , un facteur de complexité,
et on ne serait pas étonné qu'il y ait quelque relation entre ces deux facteurs,
1'énergie totale de 1'objet, et sa durée de vie, Le fait essentiel est que les
objets que nous appréhendons soient tridimensionnels. Cette tridimensionzlité de
1'espace a dfl jouer un r8le essentiel dans l'organisation interne de notre systéme
musculaire et de notre outil cérébral, incapable de s¢ représenter un objeb &
qualre dimensions.

C'est une belle et difficile question que de se demander pourquoi le nombre
de dimensions de 1'espace-temps dans lequel nous sommes immergés est limité 2

quatre. Un finaliste imaginatif dirait peut-etre que la Nature attend d'avoir fini

d'explorer les possibilités de construction dsns notre monde avant de se lancer dans
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la réalisation, par notre intermédiaire, d'un univers plus riche en dimensions.
D'auvcuns contesteront avec vigueur et légireté ce discours qui reldve davantage de

la Science-Fiction que de la Science tout court,

Disons qu'il faut peut-#tre r&ver bcaucoup, avant que les mécanismes du
réve solent suffisamment développés pour &tre saisis par la perception el s'expri-
mer par le verbe, avant de pouvoir comprendre un jour la nature secrate des démar-

ches cérébrales qui réchauffent, colorent et enrichissenl l¢ spectacle du monde.
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