SECONDE PARTIE

VUE PANORAMIQUE SUR LA PRESENCE DES MATHEMATIQUES
DANS LES (EUVRES ARTISTIQUES A TRAVERS
DEUX UNIVERSELS DE L'ART DECORATIF

INTRODUCTION GENERALE

Il ne semble pas que les spécialistes de I'histdad’art, les critiques,
aient jamais attiré I'attention de leurs lectewrsla présence d’universaux dans
la décoration. Pourtant, deux d’entre paraissempsiser a I'évidence : il s’agit
de la présence du motif spirale comme premier us@le le second universel
est celui de la création et de la réalisation @nistde pavages.

L’explication de la présence de ces deux univerggese essentiellement
sur la sensibilité de I'étre humain aux grands ph@&mnes de la nature, a son
activité de représentation de ces phénomenes, égatans la premiere partie.

Le premier d’entre eux est celui du mouvement. Ldas mouvements
parmi les plus importants se trouve étre celui @mé de spirale : il donne
naissance a une représentation récurrente dahdéeoratif.

Une seconde question d'importance est celle dueconde I'espace, de la
maniére dont il est constitué, et se constituectéation de pavages est une
facon plus ou moins consciente d’illustrer cettesiion, de suggérer une voie
de réponse.

Les chapitres qui suivent vont quelque peu repeeraivelopper et étayer
ces points de vue.

l. Un mouvement primordial, un universel dans la déoration
ou
Les Spirales dans la Nature, les Artet les Mathématiques

[.1 Préliminaire : présence du mouvement spiral

On a toujours fait, au moins depuis Aristote (324, la distinction entre
I'inanimé et 'animé. Nous avons, dans I'immédiane meilleure connaissance
de l'inanimé, de l'objet fixe, qui se laisse obsmrwlus longtemps. Nos
connaissances sur l'inanimé ont été beaucoup lengueétablir ; ce sont elles
pourtant qui nous auront permis d’accomplir lessgduands progres sur le plan
technologique et sur le plan de la compréhensian,l€ figé n'est qu'une



singularité stabilisée au sein de I'évolution. C’dehhc du mouvement que je
vais parler d’abord.

Selon Aristote encore, il existe dans [l'univers »demouvements
fondamentaux, le rectiligne et le circulaire. llgendrent, selon I'expression du
Stagirite, des mouvements mixtes. On doit au maati€ran Joseph Liouville,
qui vivait au XIX™ siécle, la démonstration de cet énoncé dans ke cgihéral
des espaces multidimensionnels : tout mouvemeat kst la composition d’'un
mouvement rectiligne et d’'un mouvement circulalviais c’'est dans I'ceuvre
d’Aristote que je viens de citer, dans le tome \dl traité gqu’il consacre a la
Physique, que ces faits sont mentionnés pour lmipre fois dans des écrits.
Aristote ajoute que le circulaire est nécessairéraatérieur au rectiligne. Les
raisons qu’il avance peuvent nous paraitre naivespécieuses, elles répondent
en tout cas a une intuition physique profonde.

Accorder la primauté au mouvement circulaire iy sa plus grande
présence dans la composition du mixte. C’est cecqnéirme I'observation du
monde physique : on n'y observe jamais que desiopsrtde trajectoires
rectilignes.

En dehors du circulaire et du rectiligne fondateexssterait-il, dans notre
univers physique, des formes de trajectoires qoaegitraient plus fréquemment
gue d’autres, qui seraient sans doute plus sigitifes car plus proches de la
réalité physique ?

Il en est une qui vient rapidement a I'esprit, @agarce qu’elle présente
des caracteres d’universalité et de stabilité &ofait remarquables, qui en font
I'un des archétypes des formes du mouvement : l@dshjectoire associée a un
mouvement de création et de faconnage qui vientnsabiliser au moment ou
le stade final est atteint.

Ce type de trajectoire est présent dans tous leeseade la nature. Nous le
rencontrons d’abord au sein de l'univers physigueaqrdial, par exemple dans
cette image obtenue récemment de la galaxie dubiliour :




ou dans celui-ci, pris au dessus des iles Aléowtiemle I'Alaska, et qui montre
des mouvements tourbillonnaires de nuages

Cette forme de trajectoire, on la retrouve dandelesin des coquillages,
des cornes de divers quadrupédes, des appendioegéal de certains singes,
des vrilles des vignes, des enroulements de feudle 'ADN, de la cochlée etc.
Elle nous est familiére, naturellement conduite lgamouvement de rotation
spontané du poignet.

Aussi, l'artiste qui est instinctivement conduiteéprésenter les phénomenes
de la nature parmi les plus insistants, a-t-il figitirer cette forme primordiale dans
ses décors, depuis les temps les plus reculés.

La forme spiralée est donc bien un universel d¢ dlacoratif.

|.2 Les spirales dans le monde I'art

La Bradshaw Foundation s’emploie a mettre a jouroms/res d’art du passeé
lointain de nos sociétés. Les gravures rupestragigiaient certes des capacités des
hommes a produire des figures stylisées, d’aninfamiliers pour I'essentiel. Mais
les deux gravures sur ivoire suivantes, parmi les marquables de notre point de
vue, témoignent de la rationalité dont les homraesafent preuve. Voici des images
de ces deux objets, faconnés il y a pres de 1&0A80et découverts en Sibérie, pres
du lac Baikal :
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Spirals dating from 16 000 BC on an ivory medallion of qnllgd
holes from a prehistoric site near Irkutsk, Lake Baikal Siberia

Ces ceuvres sont emblématiques : présence de lalssatiba de trajectoires
fondamentales sous la forme de spirales et de dsufpirales, symeétrie, motif
répété, pavant l'espace. Elles portent en elles ndmiere potentielle, elles
symbolisent, sur le plan artistique, toute I'hisgcet le contenu du décor, sur le plan
physico-mathématique, toute [Ihistoire et le contedes recherches sur la
description des mouvements, et sur les manieredadature remplit 'espace.

On peut sans doute voir dans la partie centralprdmier objet, en arriere-
plan, la représentation d’'une assemblée réunieuawgtan chef, mais le caractere
spiralé de la représentation, la symétrie qui bagpagne sont I'expression d’une
rationalité plus orientée vers l'abstraction, mais néanmoins se déploie une
imagination créatrice.

Le second meédaillon se singularise égeid¢ par sa plus grande
perfection artisanale, une plus grande recherches d&a jeu des symétries, ici
croisées. Mais on voit également ici, et surtontdomaine occupé par des formes
identiques, a quelque chose pres. De maniere igplicartiste, ’'homme aborde
une problématique essentielle, déja traitée paolacomment la nature remplit-
elle 'espace ? Une vision peut-étre encore naivilusoire donne a penser que
'espace serait entierement rempli de particuleentidues, en quantité
incommensurable. La fabrication de pavages desesblsne expression simplifiée
de cette problématique et de sa solution. C’est densecond temps que cette
guestion sera abordée.

Mais d’abord, voyons rapidement, par I'image, Ianifesstation persistante, a
travers les siécles, de la présence de la trajecfondamentale, la spirale, dans
quelques-uns des décors congus par les artistes.



PERIODE HISTORIQUE

Coupes de Coquillages offerts par Nat Friedman

Motifs égyptiens (extraits de I'ouvrage d’lpppoliosellini, « Monuments de I'Egypte et de
la Nubie » (dessins de I'expédition franco-tocaeel828), Bibliotheque des Introuvables,
Paris, 2007)







Cratere de Vix, - 510 a comparer au vase macédauiesuit

Epoque d’Alexandre, vers - 320




Période grecque (Musée de Tel Aviv)

Historiska Museet, Stockholm Le Livre de Durrow (Irlandéé“?e siecle)



Période Ming

Euvre Arménie Athanasius Kircher, 1679
(1602-1680)



Pieter Brueghel artiste flamandviX™)
(v. 1525-1569)

Musée du Louvre
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VINGTIEME SIECLE

La nuit étoilée a St-Rémy 1888
Van Gogh (1850-1890) 1923

10, Bd de Port-Royaf™§ (G. Jacquet 1937) 3, Mmithon, 15™
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Dali
La Madone de Rafael a la vitesse maximum, 1954

Le commentaire explicatif sur cette ceuvre sera éiquam son auteur lui-méme dans le
paragraphe qui conclut ce chapitre consacré aualepi

1957 1958 1953

Mauritz Escher
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VINGT ET UNIEME SIECLE

Jos Leys (2006-2007)
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George Hart (2007)

http://www.georgehart.com/sculpture/sculpture.html

Richard Long (2008)
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Dominique Ribault

http://www.polytess.info/

Jean Constant (1998-2003)

http://www.hermay.org/jconstant/dspires/spires.htm
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Jean-Francois Colonna, Coquillage quaternioniqQeg2
http://www.lactamme.polytechnique.fr/

Ulrich Eitner 2006 (Surface de Bonnet)

http://www-sfb288.math.tu-berlin.de/Research/PAINIEZBonnet.html
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ARCHITECTURE
Hormis les deux derniéres images, celles-ci somaiges du site :

http://home.nordnet.fr/~ajuhel/Surfaces/quad atodiihtml

Aphrodisias (Turquie) Rome, la coleriTrajane

minaret hélicoidal (52 métres de haut)
de la mosquée d'al-Mutawakkil (848-852)
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Eglise Saivsrin, Paris (XVéme siécle

Turfan (Chine): mosquée d'Emin Istanbul (Turquie), Sainte-Sophie

Colonne Vendbme, Paris

18



Tour nommée Turning Torso a Malmo (Suéde)

(Calatrava 1999-2004)

|.3 Deux importantes spirales mathématiques

|.3.1Les Spirales d’Archimede
Un mot bref sur la représentation mathématiquespamles parmi les plus

anciennes et les plus intéressantes, que sonpiledes archimédiennes d’une part,
les spirales logarithmiques d’autre part.
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http ://mathematische-basteleien.de/spirale.htm

http ://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/aspiratdralt.html

http ://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/spirghh

http ://www.mathcurve.com/courbes2d/spirale/spislen|

On doit a Archimede (-287, -212), ou a son discipmon de Samos, la premiere
description mathématique d’'une spirale plane fégutiere. Si on choisit un point
origine O dans le plan, on note en généralrpardistance de O a un point courant
M de la spirale. OM fait un angteavec une droite fixe passant par O.
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Pour la spirale d’Archiméde, la distancest proportionnelle a I'angle :
r=ag

Relevée sur un cone droit de base circulaire, eliteelors le nom de spirale
de Pappus (4 siecle).

On appelle maintenant spirale archimédienne tquitale dont I'équation est
de la forme

r"=zaq" +b

~On ne connait pas d’étude sur les spirales auecglle d’Archimede avant

le 17™ siecle. En ce siécle, se développe pour la prenioés I'étude rationnelle et

mathématique du mouvement et de la mécanique. F€i8@l-1665) en 1736 est le
premier successeur d’Archimede. Il étudie d’'und Eamouvement d’'un mobile a
I'intérieur de la terre soumis a une accélérationstante, et d’autre part celui d’'un
mobile dont l'aire balayée par le rayon vecteur @81 proportionnelle au carré de
'angle de rotation. Il donne ainsi les équations deux nouvelles spirales
archimédiennes.

|.3.2 Les Spirales Logarithmiques

En 1638, Descartes (1596-1650) introduit la spitagarithmique : le rayon
vecteur OM coupe la trajectoire de M sous un aNgtenstant.
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Newton (1642-1727) la fait apparaitre dansRmscipia (1686) :« en présence
d’une résistance de I'air de masse volumique ireraet proportionnelle a la distance OM =r, un
mouvement possible dans un champ central el tait une spirale logarithmique (propositions
XV, XVI, et XVII) ».

Son équation s’écrit de maniére générale :
- /tgV -
r=aé"¥ ouencorelLog=baq.

En donnant a a la valeur du nombre d=qra tgV la valeur d@, on rencontre
cette spirale quelquefois incarnée approximativerdans la nature :

Cyclone polaireau large de I'lslande  Whirlpool Galaxy (M51A/B or NGC 5194/3YASA/ESA

Détail d’une fleur déournesol Coupe sagittale d’'uoneguille denautile
http ://fr.wikipedia.org/wiki/Spirale logarithmique

22



Par ailleurs «a spirale logarithmique fut souvent utilisée paoinme, notamment dans
les constructions architecturales, tels certainshdrs, jardins, paysages, allées de chateaux ou

belvédéres, dans lesquels la forme en ouvertur@@a I'édifice une dimension d’infink

Cette spirale a beaucoup de propriétés inattenduesyoint que Jacques
Bernoulli (1654-1705), qui I'a beaucoup étudiée dialifiee de «wspira mirabilis».
Il a souhaité la faire graver sur sa tombe, de mgm&rchimede avait fait sculpter
sur sa tombe un cylindre et une sphére — le gramean fait tracé une spirale
d’Archimede.

Les spirales considérées jusqu’a présent sont al@bes planes dont nous
n‘avons pas donné de définition générale. Nous tadops la suivante : un élément
de spirale plane est un élément de courbe déquati f(q) définie sur un
intervalle [j.1, g sur lequel f est non croissante ou non décroies&ile peut donc
étre localement stationnaire. Une spirale plan@ sgre courbe plane dont tout
élément est lui-méme spiralé. Avec cette définjtiom cercle fait partie de la famille
des spirales. Une telle définition s’avére nécessaiais non suffisante, pour traiter
en toute généralité certaines courbes tracéesesusuwtfaces qu’'on peut également
considérer comme des spirales dans un sens piesdae le sens habituel.

Un élément de courbe spirale dans I'espace ustelasers caractérise par le
fait que sa projection sur un plan convenable estl@ment de courbe spirale plane,
et par le fait que I'angle de cet élément de coanex un plan paralléle a ce plan de
référence, pour une direction de parcours adap&saurait étre décroissant.

Sur les surfaces de révolution, les courbes de ghuste distance joignant
deux points, ont des formes spiralées au sensaé@héterme.

23



L’'exemple qui suit, d’'un intérét premier en physglest également riche
d’enseignement sur le plan mathématique. Il noustrada projection, sur les trois
plans de référence, d’'une spirale dans I'espacel.usu

Extrait de l'article de Francois Le Lionnais « Laddité en Mathématiques »
in Les Grands Courants de la Pensée Mathématiqu8lanchard ,Paris 1962

La figure montre également une clothoide ou spiddeCornu, étudiée en
premier par Jacques Bernoulli. Utilisée en physideela diffraction par Cornu
(1841-1902) pour le calcul d'intégrales de Fresmdle sert aujourd’hui pour le
dessin des voies ferrées et des autoroutes.

Un moyen simple, on peut le compliquer a souhaityr pbtenir une famille
de points M placés sur une spirale plane consiste a fabrigusrite

(ar,q), (ar2, 29), (ar® 30), ..., (ar", nq), ...
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Les couples z =r(q), z2 = €3 2q), etc..., s’appellent des nombres de
Chuquet-Cardan (on disait, autrefois, des nombreplex®s) dans leur présentation
d’Euler ou eulérienne.

Ces spirales jouent enfin un rbéle important dansteues études de
dynamique qualitative comme quantitative. L’équatia plus simple associée a un
mouvement, I'équation linéairep& Ax, définit, pour des valeurs convenables de A,
la forme des plus illustres des spirales, celletdgectoires logarithmiques, dont le
point central dans cette figure, selon le mode ali#ion, peut étre attractant
lorsqu’on se dirige vers lui, ou au contraire répuk lorsqu’on s’en évade.

|.4. Conclusion sur les spirales par Salvador Dali

Je ne résiste pas, pour terminer cet apercu guésence des spirales dans les
mathématiques et dans les arts, au plaisir de aiteouveau le fondateur de la
méthode paranoiaque-critique, le grand Salvadar:Dal

« Mais soudainement je découvris que, dans lege@oisements des spirales qui forment
le tournesol, il y a évidemment le galbe parfai dernes de rhinocéros.

Maintenant les morphologues ne sont pas du tougsgites spirales du tournesol soient de
vraies spirales logarithmiques ; ce sont des ssrgui approchent beaucoup, mais il y a des
phénoménes de croissance qui font qu’on n’'a janpaisles mesurer avec une exactitude
rigoureusement scientifique ; et les morphologuesant absolument pas d’accord si ce sont des
spirales logarithmiques ou non.

Mais, maintenant, je me suis renseigné a propds derne du rhinocéros elle-méme : alors
la, il n’y a aucun doute, il n’y a jamais eu daasnature un exemple plus parfait de spirale
logarithmique que dans le galbe de corne de rhinsc®

Je recommande de poursuivre la lecture du textBale lorsque, quelques
pages plus loin, il analyse avec intérét une peentie Raphaél, puis reprend ses
considérations farfelues sur son obsession rhitogae. En particulier, sa
description mathématique d’un rhinocéros vu derdest pas piquée des hannetons.
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IIl. Comment la Nature remplit-elle 'Espace
ou
Le Regard des Artistes et des Mathématiciens sur ite Question

II.1 La problématique du pavage

Je reviens maintenant sur cette problématique rgarasse le physicien, le
mathématicien, l'artiste. Soit I'espace usuel, queus disons de dimension
topologique 3, peut-on le remplir sans laisser ides/par des particules identiques,
des cristaux, des photons, identigue pouvant vouoe ayant méme type de
forme ? Cette question a été abordée par le cagtalbhe Bravais en 1847. Nous
allons examiner ici le cas de la dimension plustpe&. Un espace de dimension
topologique 2 est ce que nous appelons d’ordinmieesurface, dont une réalisation
matérielle est par exemple le sol sur lequel noaschons. Donc un tel sol, un tel
plan de travail de cuisine, un mur d’'une salle dangy de telles surfaces peuvent-
elles étre comblées, sans laisser de vides, sagifeqchevauchent, par des courbes

identiques, ou bien par des domaines surfaciqua#tiglies, comme par exemple
des carrés ?

Il.2 Pavages anciens (égyptiens, arabo-andalous)

Les artistes ne se sont pas intéressés a la queattiooemplissage d’'une
surface par des courbes de forme identique. Lekénwtticiens, si, leur réponse ici
est simple : on peut remplir les surfaces classiGuéaide de courbes fermées sur
elles-mémes comme le sont les cercles. Dans lewgjatee codé, ils parlent de

feuilletage de ces surfaces par des cercles, sesntliencore que ces surfaces sont
fibrées en cercles. Passons.

Par contre, depuis des temps tres lointains, lestem se sont employés a
fabriquer des dallages qui couvrent les surface®llgs soient des sols, des murs,
tissus ou tentures. Nous avons déja rencontréalaugg en ivoire trouvée pres du lac
Baikal ou I'on a vu un motif en forme de spiraleaeerir une portion de domaine
plan. Nous avons alors vu aussi, réalisés par idistea egyptiens, des remplissages
de domaines plans par de petits domaines identmuéguraient des spirales.

Voici d’autres pavages de cette méme origine éggpe :
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Autres types de pavages fort célebres, ceux réagisé\lhambra en Espagne,
au milieu du 18™ siecle, par I'école arabe de Granada. Le minéistogusse |1.S.
Fédorov a montré en 1891 que, d’'un point de vuébaigue, il ne peut exister que

17 types de groupes de pavages, ils sont représsmtdes murs de I’Alhambra a
Granada.
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1.3 Pavages modernes

Voici maintenant une collection de pavages du piealisés par le
mathématicien, Mikael Field :
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http://www.math.uh.edu/~mike/ag/art.html

Les deux pavages qui suivent sont dus aux mathéeradi David Austin, Bill
Cassselmann et David Wright. Le premier décrit uvage dit de Penrose (de
type 2, cf http://fr.wikipedia.org/wiki/Pavage_de_Penrpsg@résentant de maniere
périodique une série de motifs pentagonaux. Lemskcéalise un remplissage
d’'un domaine circulaire par d’autres domaines ¢aices, évidemment de tailles
plus petites.
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L’'image de Jos Leys que nous avons déja vue a prdpe spirales est un
autre pavage de ce domaine circulaire par des d@sau méme type.

Il existe d’'autres pavages de tels domaines ciregamais provenant de
considérations différentes. Au lieu de nous promelaas une plaine, sur une partie
de la surface de la terre qui nous parait localémiate, allons dans les montagnes,
ou nous franchissons un col. A notre droite ettéengauche la montagne se reléve,
elle monte derriere nous vers nous, et redesca&vant nous. La forme locale de la
montagne est ici celle d’'une selle de cheval, @senhathématiciens appellent, par
dérision sans doute, une selle de singe. La gémnuxrcette partie de la montagne
est dite hyperbolique. Différentes figures peuveosséder ce type de géomeétrie :
chacune en est une représentation. L’'une d’ellesreslomaine circulaire muni de
propriétés ad hoc, appelé disque de (Beltrami-)Roéd| peut étre pavé par des
polygones dont les c6tés sont soit rectilignesdmstportions de cercles.

Voici deux tels pavages exécutés par Escher (1892)1
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http://www.josleys.com/show gallery.php?galid=325

et d’autres images artistiques sur fond de pavagerbolique réalisées par Jean
Constant :
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http://www.hermay.org/jconstant/animation/animhymses.html
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Escher a également fabriqué des pavages des pedygutoniciens. Voici ici
d’autres images fabriquées par ordinateurs faisgparaitre des pavages sur la
sphere ou sur une surface nouée en nceud de tréefle :

http://www.polytess.info/
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Comment realiser un dallage sans qu'il y ait de wdére deux dalles, y
aurait-il plusieurs facons de procéder ?

Ces questions sont aujourd’hui classiques, parfem¢nmésolues, de tres
nombreux sites leur sont consacrées :

http://xahlee.org/Wallpaper dir/c5 17WallpaperGmaml

http://pagesperso-orange.fr/therese.eveilleau/paaesmat/indexF.htm

http://www.math.toronto.edu/~drorbn/Gallery/Symmeéfilings/index.html

1.4 Principes de la fabrication des pavages

Voici quelques indications sur le procédé génératude employé
aujourd’hui.

Pour fabriquer physiquement un dallage, les caursl disposent d’'un
stock de dalles. Une dalle posée, ils prennentaute dalle de leur stock, la
déplacent prés de la dalle posée, et par translatiorotation la font jouxter
cette dalle posée.

Ce sont ces mouvements qui ont d’abord été recoanatudiés par les
mathématiciens. Ils jouent aujourd’hui un réle esiek dans la description de
I'univers géometrique.

Reconnaissons d’abord, dans ces mouvements, les emeuts
primordiaux énonceés par Aristote : un mouvementiligwe de longueur fixée
n'est autre qu’une translation, un mouvement caicald’angle fixé n’est autre
gu’une rotation.
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Remarquons que les translations et les rotationsepeuse composer
entre elles, ce que fait en général le carrelearsttucture de ces ensembles de
déplacements, soumis a ces compositions interoe® @ nom de structure de
groupe.

Il est remarquable que ces mouvements, translationtation, soient le
résultat d’opérations de réflexions optiques, ezeslire de symétries par rapport
a un miroir.

Symétrie simple :une réflexionla symétria y_par rapport au miroir M

rM(N) = S,rM(S) = N.

Conception et Réalisation par Maria DEDO (Milano)

Translation : deux réflexionsla translation t de lonqueur 2n dimension 2 dans la direction
d:

Soient, dans le plan usuel, P un point, M et Mixdmiroirs paralléeles,
perpendiculaires a la direction d, et distantssdemgueur HH’ = .
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Rotation : deux réflexionsla rotation r d’angle 2en dimension 2 de centre:O

La symétrie, daypnose divine de la géométrie de I'espriisait Dali, est
un phénomene optique : I'objet que nous voyongitexion dans le miroir est
le symétrique de celui que nous tenons a la masyuhétrique se construit par
réflexion. Il est remarquable qu’on puisse égaldnd&aomposer et recomposer
toute translation et toute rotation a l'aide delevdbns sur des miroirs
convenablement placés. On retrouve ici le role &omeintal et sous-jacent de la
physique de la lumiere dans la compréhension et dadescription de l'univers
mathématique

Pour fabriquer un pavage, on utilise de manierevenable toutes ces
symeétries, ou tous ces jeux de réflexion comme wvousirez les appeler. Je ne
vais pas détailler les 17 facons distinctes desteployer, simplement présenter
une des plus simples d’entre elles, celle assa@ciadranslation.

Le dessin suivant, que jemprunte sans sa pemnissiun prix de Rome,
passionné de pavages, Raoul Raba, nous montre cononefdbrique en
pratique un pavage par translation. On utilise rec@dé antique du cylindre
guon fait rouler sur un support adapteé, de l'aginolle par exemple,
aujourd’hui sur une feuille de papier :
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Le procédé du cylindre permet de réaliser un padamgs la direction du roulement
de ce cylindre, dont le cercle de base a pour géran. Le motif, de longueur |, est
collé sur le cylindre. Le roulement du cylindre mnge le motif de maniere

périodique. Les mathématiciens appellent alors/tiedre une «orbifold ».

Voici une autre orbifold, plus savante, matéredipar la sculpture suivante :

An orbifold is theorbit spaceof a manifold with ayroup action Mathematically, the sculpture
(as a solid, i.e., with the interior filled in) ilse orbifold T° / S — the quotient of the &rusby
the symmetric groupon 3 letters; equivalently, 3 unordered pointstioa circle (3 ordered
points on the circle corresponding to the 3-toams] ignoring the order corresponding to the

37



guotient map). The 3-dimensional interior corresjsoto the points on the torus where all 3
coordinates are different, the 2-dimensional faggespond to the points on the torus where 2
coordinates coincide but the third is differentd dhe 1-dimensional edge corresponds to points on
the torus where all three coordinates are equal.

The sculpturélopological 1ll, by American artist and physiciBobert R. Wilsonis at the
entrance to thelarvard Science Centbuilding, Harvard UniversityCambridge, Massachusetts

Musical triads can be modeled as points in a geBaiimensional orbifold, which may be
realized as a solid torus with triangular crosgisaand a twist.

http://en.wikipedia.org/wiki/Orbifold

[1.4 Surfaces anciennes et modernes :quelquesiiatian artistigues

Supposant que nous avons une connaissance sudfishad techniques
théoriques et pratiques de pavage sur sol, laiQnesg pose néanmoins de savoir ce
gu’on entend par ce terme, sol, d’en reconnaiggltepriétés, de parvenir a classer
les différents types qu’on en peut concevoir.

Quelle signification le mathématicien en particubecorde-t-il au terme sol ?
Il entend par la une surface, c’est-a-dire un domasouvent immense, mais qu’on
peut diviser en petites cartes locales de sorteg@sque partout, on peut rapporter
la position d’un point & deux coordonnées locagpelons-les la longitude locate
et la latitude localey. Les surfaces sont ainsi des objets dont on @tauaimension
topologique est 2.

O X

v

Le recollement des cartes locales permet d’obtargurface dans sa globalité.
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Le nombre des surfaces est infini. Jetons un coogl dapide sur quelques
exemples de sols, de surfaces, enveloppes de mbaddss, sur lesquels peuvent
se déplacer, marcher des étres qui peut-étre msasmblent.

Voici d’abord les surfaces classiques (celle dun pigst pas représentée) qui
n'ont pas de singularité pointue. Une de leur daéraation principale est leur
courbure locale dite totale, car elle prend en derep chaque point de la surface les
courbures des courbes les plus significatives @gisent par ce point. Les trois
principales surfaces sont le plan de courbure nldlesphere unité de courbure 1,
I’hyperboloide « unité » de courbure -1 — un hypéolde s’obtient par rotation
d'une hyperbole autour de l'un de ses axes de snmétUn théoréme dit
d’uniformisation dit gu’en dehors de singularitissforme locale de toute surface est
soit celle soit du plan, soit celle locale de lahese, soit celle locale de
I'hyperboloide. Il N’y a donc que ces trois géonestrfondamentales possibles sur
une surface quelconque.

Sphere llipsoide hyperboloide &urappe

Hyperboloide a deux nappes

Une autre caractérisation des surfaces est leuceindit d’Euler-Poincaré, qui
détermine de leur genre (leur nombre de trousnsgigues). Une troisieme de leurs
caractéristiques est leur orientabilité.
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Tore Ruban de Ma#bi
(orientable, genre 1) (non orientable, genye 1

(http://www.mathcurve.com/surfaces/

Voici d’autres surfaces non orientables dont les:gont bien connus. On ne peut
les représenter dans I'espace usuel qu’a la condde faire en sorte qu'elles se
croisent elles-mémes en des lignes particulieres :

La fameuse bouteille de Klein (1882) (a gaucheeaaiée par Banchoff & alii), a droite celle
créée par John Sullivan)
h{tp://www.mathcurve.com/surfaces/klein/klein.shjml
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ici gravée par Jeener

Surface de Boy (Jeener)

Voici maintenant les premiers éléments de la favdiés polyedres, les cing
solides platoniciens, dont les bords sont des eesfaprésentant des
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singularités pointues. L'indice(P) d’Euler-Poincaré d’un polyedre quelconque P se
calcule par la relation :

c(P) = Nombre de faces — nombre d’arétes + nerdbrsommets

oo

%3

Surfaces transparentes

e

Solides pleins

PEOS

Cliquer chaque solide pour I'animer dans une nouvel le fenétre :
les premiers sont transparents, les suivants sont o pagues.

http://pagesperso-orange.fr/therese.eveilleau/gmgesmat/textes/platon.htm

Il est arrivé, dans l'antiquité, que lI'un de cedypdres, le dodécaédre en
particulier, ait donné sa forme a des dés a jou@pmment chez les Etrusques et chez
les Romains. Mais c’est dans les ceuvres de la S&amaie que les polyedres furent
surtout représentés. Quatre d’entre ces ceuvrescstgtires : les dessins faits par
Léonard de Vinci pour illustrer l'ouvrage de sonllegue Fra Luca Pacioli,
mathématicien auteur d’un ouvrage renomi&jna Proportione(1509), le tableau
de Jacopo de Barbari représentant Pacioli, la geatle@ Durer intitulédvielancholia
(1514), et la sculpture sur bois dans I'église &amaria di Organo a Veronne.

Melancholia
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Fra Luca Pacioli par Jacopo de Barbari Eglise Santa Maria in Organo, Véronne

De nos jours, en dehors de Escher, seul le peBdreatore Dali a repris le
flambeau d’inscrire les polyédres dans ses toflas,exemple un icosaedre dans son
tableau de 1955 « La Cene - Le dernier Repas » :
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Mais sa toile plus célebre est celle de la Crufix sous-titréeCorpus
hypercubicus ou sert de croix le développement dans I'espademensionnel du
cube de I'espace quadridimensionnel.

Une des classes de surfaces parmi les plus ansierstiecelle des surfaces
réglées - comme le cylindre et le cbne - engexdpar des droites s’appuyant sur
une courbe. Faciles a réaliser, elles sont abondsutnntilisées en architecture.

Parmi les plus célébres sont I'hélicoide, engengareles droites s’appuyant
sur une hélice, I'hyperboloide a une nappe et taljdoide :
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Un chateau d'eau de forrhgperboloide La premiere structbygperboloide par
Les Essarts-le-Roi Vladimir Choukhov Nijni Novgorod 1896

http://www.mathcurve.com/surfaces/hyperboloid/hyaodoid1.shtml
http://fr.wikipedia.org/wiki/Structure hyperbolo%@@\Fde
http://www.mathcurve.com/surfaces/paraboloidhypkclimaraboloidhyperbolic.shtml

Ces deux objets mathématiques ont fait les délieda drillante école architecturale
espagnole. L'architecture de la fameuse église aedbone construite par Gaudi
(1852-1926), La Sagra Familia repose sur I'emploi dune multitude
d’hyperboloides a une nappe. Quant au tandem Cagrtlslartout Calatrava, ils se
sont fait une spécialité dans I'emploi du paralgdiyperbolique que I'on voit dans
ces trois images :
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Pont sur le canal Hoofdvaart, Hollande Milwaukee Art Museum
(Calavatra : 2004 199d62)

D’autres surfaces réglées, comme par exempleuesues de Cayley, ont
inspiré les ceuvres des sculpteurs Antoine Pevari@86¢(1962) et Naoum Gabo,

frere du précédent. .

La théorie des singularités différentiables dif"™2Gsiecle a conduit sur la
découverte de nombreuses autres surfaces régléesnec le « parapluie de
Whitney » et certains « ensembles de catastropfdde ». Ces nouvelles surfaces
peuvent étre incarnées dans des architectures liesive

X%z = y?

http://www.geom.uiuc.edu/zoo/features/whitney/
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Voici maintenant des surfaces non polyédriquesemt@snt a nouveau des
singularités (le nombre et le type de singulawid partie des caractérisations de ces
surfaces) :

Derviche
aF+g=0ou: F=h 1hohshzhs, h j =cos(2  p(i-1)/5)x - sin(2 p(i -1)/5)y - z
g = (1-cz)(x3+y2-1+rz?)? a, c, r sont des constant es adaptées
64(x 1)(x  “4x 210x 2y? 4x 2+16x 20xy 2+5y“*+16 20y 2) 5a(2z a)[4(x 2+y2+z2)+(1+3 CB)] 2=0
a= Q5 Cp).

Surface de Kuen (de courbure -1)
On y voit des courbes singulieres

x=2[cosu + usinu]sinv /[1 + u3sinv]
y=2[sinu — ucosu]sinv /[1 + u2sin2v]
z=log[tan(v/2)]+ 2cosv /[1 + u3sin3v]

http://jalape.no/math/kuengif.htm
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Nous voyons maintenant la partie centrale de la enémface de Kuen, ceuvre
primée en 2009 par la National Science Foundation :

r§e d’'un étudiant (Luc Bénard-RichBalais)

Toutes les surfaces que nous avons rencontrées’guggesent, sauf la
derniére, celle de Kuen, sont dites algébriqueasprgeut donner leur équation sous
une forme polyndémiale.

Une derniere classe importante de surfaces est dell surfaces optimales,
parmi lesquelles les surfaces dites minimales, cerfest la sphére ou le sont des
bulles de savon. Leur forme est celle qui assue dgpense minimale d’énergie
pour les constituer. Reconnues depuis la fin dii*s8ecle, elles présentent bien sir
un fort intérét pour la description et la compré&ien des formes des objets du
monde physique.

http://www.indiana.edu/~minimal/gallery/index/
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Les surfaces optimales suivantes sont dues a Jahwa8, un maitre de
la transparence :

Polytope régulier en Bulles de savon Surface de Willmore

http://torus.math.uiuc.edu/ims/Images/

Retournement de la sphére a énergie minimale
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La derniere image que voici est en quelque sortepetite synthese des surfaces
révélées par les mathématiciens.

Luc Bénard-Richard Palais
(ceuvre primée par la National Science Foundation)
On « reconnait » ici, de droite a gauche : en hmg,surface minimale 4-noide, un breather, une
surface de Boy, en bas, une bouteille de Kleisuldacede Seivert-Enneper.

http://virtualmathmuseum.org/Surface/gallery o.WtiRgeudosphericalSurfaces

CONCLUSION

Si les surfaces classiques, spheres, cones, hypild® ont trouvé depuis
longtemps leur incarnation dans l'architecture,néest pas encore le cas de
surfaces découvertes plus récemment.

Dans le projet de musée des mathématiques éclaéjgu concu,
certaines de ces surfaces sont présentes. Ce poojetomme les expositions
mathématiques et arts, ou bien cette conférence,abord pour but de
contribuer a affaiblir les barrieres psychologiquges séparent les publics des
mathématiques. Dans ce projet, un grand parc vardoge promenade est
égayé par des petits batiments, des folies en tamcigdtectural, entierement
définies et décorées par les mathématiques. Hilssrént chacune un chapitre
des mathématiques, des concepts, des faits. Ooseipe dans ce parc d’abord
pour le plaisir des yeux, et pour la détende dsptig¢, surpris par les décors.

J'ai pensé a 10 folies, en hommage aux Pythagosciqui attribuaient

une valeur sacrée a la suite des quatre premienbnes, 1, 2, 3, 4 et a leur
somme le nombre 10.
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Ce projet n’est pas encore venu a réalisationtieegout cas présent en
images, quoique encore bien imparfaites, a I'éeggliisses pourrait-on dire. Je
présenterai celles de la premiere des folies rehieecture tres classique,

et, sous la forme dune animation, présente sur kite
http://christophe.delsart.free.frfARPAMcelles de la derniere des folies, une surface
de Boy établie d’aprés I'équation d’Apéry, et dolardhitecture n’a jamais
encore éte realisée.
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NOTES

1. Sur Dali
Les citations sont extraites de son ouvrage :

Salavador DALI : Oui, Méthode paranoiaque-critiqgue et autres texte
Denoél/Gonthier, Paris, 1971

Les images sont extraites de I'ouvrage :

DALI : (Robert Descharnes-Gilles Néret Ed.) TascBembH, Koln, 2010
Deux mathématiciens ont déja quelque peu cortérigali :

Slavik JABLAN :Geometry in Dali’'s work : a play with ambiguity

Marc CHAPERON :Une hirondelle en hiverPour La Science n° 338,
Décembre 2005.

ou est présentée cette ceuvre, la derniere du @eintr

Les connaisseurs de la théorie mathématiqgecde@strophes y reconnaitront une
figure familiere et emblématique. On y voit la pérde la ligne, la double spirale de I'ouie du
violon, lui-méme présent a gauche. Tout ceci faips, car le violon est aussi I'instrument
qui, a mon oreille tout du moins, est celui qui sidaite entendre les sons les plus purs.
Violon, dont un maitre fut Paganini, par ailleumud pour les mathématiques, mathématiques
au profit desquelles le maitre Hassler WhitneyiBade violon. Notons que I'ouie du violon
est liée tant physiguement que presque mathématepieaux phénomenes vibratoires.

52



2. Le monde hyperbolique

Soit un randonneur, se promenant par une Jmll@ée ensoleillée, sur
le sol d'un domaine de courbure -1: ce domaimall@st celui par exemple
d’'un col entre deux sommets. La forme locale du @omest celle d’'une selle
de cheval ; vous pouvez I'obtenir en sectionnamilbment un hyperboloide a
une nappe :

Hyperboloide a une nappe col, selle de cheval

La géométrie sur ce domaine est, ramsele, dite hyperbolique.

Un hyperboloide a une nappe est engendrée papotédion d'une
hyperbole autour de I'axe de symeétrie ne la remeonpas :

Si I'on fait tourner I'hyperbole, cette fois-ci autr de I'axe de symétrie qui la
coupe, on obtient une autre version de I'hyperli@aippelée I'hyperboloide a
deux nappes :
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Dessins de Jos Leys

Le plan perpendiculaire a I'axe de rotation et paspar le centre de symétrie
est le « plan équatorial » : sur cet I'écran, seftectoile, sera dessinée, a la
maniere de Durer, une image du contenu par exedwl& nappe supérieure
rouge de I'hyperboloide.

Les mathématiciens appellentprojection stéréographique ce procédé. Il
consiste a placer une source lumineuse au péle lsathbre bleue (figure
suivante) de la partie supérieure, de la nappersupé de I'hyperboloide sur
'écran est un disque, appelédisque de Poincaré, mais introduit
antérieurement par Beltrami.

Une hyperbole, située a l'intersection de I'hypdolae et d’'un plan passant le

centre du disque, a pour ombre dans le disque nefeaau un segment de droite
si le plan passe par I'axe de I'hyperboloide.
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Extrait desSELEMENTS POUR L'ETUDE DE FAISABILITE ARCHITECTURALEET
MUSEOGRAPHIQUEduU projet ARPAM (1992) :

Le descriptif exact de la coupole et du vitrailssétabli en liaison avec le constructeur.
Les indications théoriques suivantes seront utiéssarcs du vitrail situés sur I'hyperboloide S
sont a l'intersection de celui-ci avec des plassaat par I'origine et d'équation générique :
ax+by+cz =0.
Par projection stéréographique de pdle sud sulale porizontal (u,v) passant par l'origine,
ces intersections deviennent des cercles d'équation

U+ + (v+s¥ =R +2 - R2

ou r=aR/c, s=DbR/c.Ces cercles sont gdhaux au cercle C qui borde le domaine
intérieur D de la projection stéréographique.

D étant muni de la métrique de Poincaré
-d = 4 RYdW2 + dv)/(u2 + V2 - R2)2

la longueur hyperbolique de @Pou Ry de coordonnées (u,0) est I'image d'un poigtdd S

suppose situé dans un plan vertical y = 0, a pal@&ur
d=RLog ((R+Uu/(R-u)).
Cette longueur d est aussi la longueur euclidiefenkarc OM tracé sur S.

De maniére générale, le point P(u,v) est l'imdgepoint M (x,y,z) ou X =
2R2u/(R2 - U2 - v2) ; y a la méme expression que précédemment otetaplace u par v ;
z=xu - R.

La courbure de I'arc d'hyperbolé zx2 = R2 au point (z,x) a pour valeur
k(z,x) = R/(x2 + z2)3/2,

Remerciement: Ce texte s’est ouvert sur la photographie d'oquillage spiralé découvert a

Saverne. Nous le fermons ici en remerciant la persaui nous a fourni cette image, et n’est
autre que Jean Constant.
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