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1. De P’observation statique a la description dynamique

La réflexion scientifique a progressé selon deux axes. On pourrait qua-
lifier le premier de spatial, le second de temporel. Du coté spatial, nous
rencontrons la Philosophie, différenciée en Sciences ; une premiére classifi-
cation écrite en a été donnée, non par Auguste Comte, comme on le croit
trés souvent, mais par Platon. L’ordre platonicien comprend les mathéma-
tiques, la physique, la biologie et ce qu’on peut ranger sous le nom de
sciences humaines. La Philosophie est ainsi devenue un étre polycéphale.
Cet étre se déploie dans plusieurs directions, son architecture est a plusieurs
niveaux ; le développement d’un niveau retentit sur les caractéristiques de
tous les autres niveaux.

Le second axe du progrés scientifique est temporel. Dans toutes les
disciplines, les savants ont commencé par se livrer a des études de description
statique. Ils ne parviennent que beaucoup plus tard & donner des schémas de
représentation et d’explication dynamiques. L’'inanimé précéde 1’animé : il
n’y a pas de raison pour que les activités humaines échappent & cette régle
de la nature.

A Theure actuelle, en mathématiques, en physique et en chimie, on
travaille aussi bien sur le plan statique que sur le plan dynamique. Il faut
par contre reconnaitre que les études biologiques ont du mal a franchir le
cap de la description statique. Certes, les théories évolutionnistes offrent
des cadres et des sujets de réflexion ou de discussion intéressantes. Elles sont
incapables cependant d’expliquer le détail de la morphologie d’un champi-
gnon ou d’un sapin.
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Pour parvenir en biologie au stade de la théorie dynamique, nous som-
mes entrés, depuis quelques années déja, dans une phase de recherches dont
la nature, exception faite de quelques tentatives isolées (par exemple [1, 2}),
est essentiellement réductionniste. Ces travaux tentent de mettre en évidence
des propriétés et structures physico-chimiques sous-jacentes et internes au
monde biologique. En s’effor¢ant d’insérer les résultats de ces découvertes
au sein de modéles, en favorisant leur approfondissement, les mathématiques
cherchent une voie nouvelle et utile d’applications et de développement.

2. Les mathématiques statiques et leur emploi

2.0 Par mathématique statique, nous comprenons, entre autres,
’algébre, les topologies statique et semi-statique : topologie algébrique,
topologie des variétés (études locales et globales de certaines formes
qualifiées de variétés) topologie et analyse différentielle (étude de la stabilité
des applications), théorie des variables complexes.

2.1 L’algébre, et particuliérement la théorie des groupes, est utilisée
dans la classification des divers types de symétrie que I’on rencontre en
physico-chimie [3], et de certaines ruptures de symétrie observées aprés
transitions de phase [4].

2.2 Le passage de I'algébre a la topologie permet de faire un certain
progrés dans la représentation physique. La topologie introduit rapidement
en effet une notion mathématique dont 'importance physique est indéniable,
celle de stabilité. Cette introduction s’accomplit par I'intermédiaire de la
définition et de ’emploi du concept d’équivalence topologique : deux formes
sont — topologiquement — équivalentes s’il existe entre elles une applica-
tion bijective et bicontinue. Un des propos des topologies algébrique et diffé-
rentielle est de définir et d’étudier les différentes classes d’équivalence dans
lesquelles on peut ranger les divers types de variétés que I’on peut rencontrer.

Les travaux de topologie des variétés permettent alors de donner des
classifications des défauts observés dans un grand nombre de milieux [5, 6].
Ces classifications, quel que soit leur intérét, présentent en général I'incon-
vénient de n’étre soustendues par aucune considération d’ordre physique et
énergétique. On reste au stade de la simple description.

2.3 L’étude de la classification des fonctions d’énergie permet de réa-
liser un nouveau progrés dans la description du monde physique.

A heure actuelle, on a pu établir la classification des fonctions d’éner-
gie thermodynamique de Gibbs, G = E — TS + PV (E énergie interne,
T température absolue, S entropie, P pression, ¥ volume) au voisinage des
zones d’équilibre réversible et de leurs singularités [7]. L’outil mathématique
utilisé appartient a I’analyse différentielle. On obtient, comme résultat final,
la description mathématique des différents diagrammes de phase rencontrés
en physico-chimie.

2.4 Abordons le cas de la théorie des variables complexes. Les nombres
complexes sont bien siir parfaitement compris du point de vue mathéma-
tique, et en particulier du point de vue algébrique. Il n’en va pas de méme a
notre avis du point de vue physique.

A quel moment faut-il employer la représentation par nombres com-
plexes de préférence a celle par nombres réels ? Il n’existe aucun énoncé
général sur ce point, qu’il soit ou non assorti de justification.

Cela tient 4 une insuffisance de notre part dans la perception du monde
physique. Le vecteur z = x + iy représente une force globale dont nous
pouvons parfois saisir une des composantes. Mais nous sommes incapables
de nous rendre compte de maniére instantanée qu’il existe une involution de
I’espace ambiant qui laisse invariante la composante dite réelle alors qu’elle
change la direction, le signe de I’autre composante.

Une telle transformation existe évidemment lorsque 1’on considére une
rotation.

Fig. 1.

Le vecteur de composantes (x = pcos 8, y = p sin 0) situé dans le fibré
normal au point 4 du plan P, est transporté par la rotation f d’angle 7 sur
le vecteur (x" = x, y’ = — y)situé dans le fibré normal du plan P au point

4" = f(A).

L’emploi des nombres complexes sera sans doute justifié dans de nom-
breuses études d’hydrodynamique ou se produisent fréquemment des rota-
tions, des tourbillons, ainsi que pour la mise sur pied de modéles dynamiques
de formation de structures possédant des symétries de rotation méme locales.

La théorie des variables complexes utilise depuis Riemann la notion de
point de ramification ou point de branchement, et celle de feuille. Ce vocabu-
laire est naturellement emprunté a la biologie. Il garde, en mathématiques,

pour l’essentiel, sa signification originelle. Nous présentons ci-dessous (fig. 2),
.

a titre d’exemple, la surface de Riemann associée & \/ z, elle posséde 4 feuilles,

ou encore le réseau des trajectoires « horizontales » associées a Ia forme diffé-

rentielle quadratique (fig. 3) sur la surface de Riemann S :

2
o(z) dz? = (r ; 2) z"dz?.
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Les figures précédentes [22] présentent une parenté avec celles que 'on
obtient par I'observation de certains cristaux liquides, des cholestériques en
particulier. Nous reviendrons sur la morphologie de ces cristaux au para-
graphe 3.4,

* Notons par ailleurs la présence d’une sorte d’évolution qui va du cristal
a I'étre vivant, et conserve la structure a surfaces paralléles observée aussi
bien dans les analogues cholestériques constitutifs des carapaces, que dans
diverses organisations cellulaires. Cette maniére de continuité dans le schéma
structurel organique laisse espérer I’existence d’un cadre de représentation
mathématique, capable de rendre compte, selon les valeurs des paramétres,
selon les approximations physiques et mathématiques que I’on pourra faire,
de I'une ou de l'autre de ces structures physiques ou biologiques.

3. Les mathématiques dynamiques : quelques concepts importants

3.0 Un des outils mathématiques utiles pour décrire ces dispositions
lamellaires est sans doute la théorie du feuilletage des variétés. Dans cette
théorie, on se donne des domaines pleins, et on essaie de trouver des manié-
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Fig. 4.
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res de remplir ces domaines avec des sous-domaines appelés feuilles de type
donné : sauf en général pour un nombre fini d’entre elles, toutes ces feuilles
ont les mémes caractéristiques topologiques. Un des problémes qui reste a
bien poser est celui de I’évolution des feuilletages, de leur bifurcation.

Nous supposerons désormais que les feuilles sont des courbes, de
longueur finie ou non. Ces courbes sont définies comme rajectoires de points
se déplacant a I'intérieur de domaines V situés dans des espaces de dimension
n fixée. En chaque point x = (xq, X,, ..., x,) de V est donné le vecteur
vitesse X(x) du mouvement (cf. fig. 5).

Dans les cas que nous considérons, la donnée des trajectoires permet de
définir en chaque point un vecteur vitesse. Si I’on assimile les trajectoires aux
sillons d’un champ de blé, les vecteurs vitesses aux tiges de blé qu’on aurait
couché a leurs racines, ’ensemble de ces vecteurs vitesses forme ce qu’on
appelle un champ X de vecteurs X(x). Réciproquement, nous supposons que
les propriétés de ¥ sont telles que la donnée du champ X de vecteur X(x)
permet de reconstituer, de proche en proche, la totalité des trajectoires. Le
couple (V, &) s’appelle un systéme dynamique.

L’expression analytique du vecteur vitesse devrait, pour bien faire, tenir
compte des influences et du passé et du futur. Certaines formulations font
effectivement apparaitre le poids du passé. Dans bien des cas, toutes ces
influences n’apparaissent pas explicitement, et sont effectivement négligea-
bles en premiére approximation. .

Par ailleurs les critiques n’ont pas toujours tort qui remarquent que les
représentations des é€volutions par des systémes dynamiques sont des
représentations cinématiques et non dynamiques. En effet, ces représentations
font appel aux notions de vitesse et non a celles de force. On peut cependant
faire remarquer que le mouvement et sa vitesse traduisent la présence de
forces, et leur sont implicitement liés.

En tout cas, le caractére cinématique de la représentation par champ de
vecteurs, fait, de la théorie des systémes dynamiques, un outil particuliére-
ment approprié¢ a la description de certains mouvements fluides, des ciné-
tiques chimiques dans lesquelles on mesure des vitesses de déplacement et
des flux de matiére, et ou les forces sont proportionnelles a ces flux.
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3.1 Dans ces travaux, I’expérimentateur s’intéresse surtout aux pro-
priétés des systémes physico-chimiques qu’il étudie lorsque ceux-ci se sont
stabilisés.

Supposons par exemple donné un systéme chimique contenant deux
substances 1 et 2, de concentration respective ¢, et c,. A linstant ¢, dans le
plan ¥ de coordonnées (c,, ¢,). Les concentrations de valeur ¢4(2), ¢,(¢) sont
représentées par le point C(t) = (c,(z), c,(1)).

cH)=Cci+r)
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—

Fig. 6.

Au bout d’un temps plus ou moins long, en principe infini, le point
C(z) vient se stabiliser en €, ou bien vient parcourir indéfiniment un cycle C
avec comme période de parcours G.

C et C sont des exemples particuliérement simples d’attracteurs. On
voit ici que les attracteurs sont des ensembles de trajectoires globalement
invariants, vers lesquels convergent toutes les trajectoires situées dans un
voisinage immédiat de ces ensembles.

- Un probléme intéressant, difficile, et sur lequel n’existe, & notre connais-
sance, aucune littérature est celui-ci : étant donné ’ensemble 4 des attrac-
teurs d’un systéme dynamique, trouver les expressions analytiques de tous
les systémes dynamiques qui admettent A pour ensemble d’attracteurs.

Un second probléme, lié au précédent et aux études de symétrie statique,
mériterait sans doute d’étre résolu : quels sont les groupes d’action sur ¥V qui
transforment trajectoire en trajectoire, et laissent invariant la structure

globale du réseau des trajectoires ?

Un dernier probléme, trés étudié mais peu résolu, sauf en dimension 2,
et pour la premiére fois par I’école soviétique, est le suivant : supposons que
les concentrations ¢, et ¢, en produits chimiques 1 et 2 dépendent de la
température du solvant 7. Faisons varier cette température. Que va-t-il en
résulter pour les attracteurs de la cinétique chimique ?

Dans bien des cas, leur forme, mais non leurs propriétés métriques,
ne sera pas altérée par la variation de 7. Mais cette altération adviendra
en certaines valeurs exceptionnelles de 7';en ces cas, on dit quil y a
bifurcation.

Voici deux exemples trés simples de bifurcation en dimension 2:
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Nous allons nous en tenir au cas ou (fig. 8) un point attractal’lt dev1e.nt
un cycle attractant, ou bien au cas contraire 91‘1 le cyclAe attractan’t $ ameg}llse
jusqu’a devenir un point attractant. On dit alors étre en présence d’une

; j Poincaré)-Hopf. .
blf“";&’éﬁ: ngfxs (proposon)s d’e‘)D(j;miner différ.entes s}tuations, mathémahques,
physiques dans lesquelles on rencontre la bifurcation de Hopf, ou bn'en dar;s
laquelle sa présence semble probable. On trouvera dans [§] un exposé ;}Ilr ?
théorie, toujours en voie d’approfondissement, de la bifurcation de Hopf.

" 3.2 Voici d’abord, sous sa forme analytique, l’excmplc'a’t{és classique
du systéme de Lienard-Van der Pol, qui présente la propricté de donner -
naissance a une bifurcation de Hopf. Posons x = ¢, et u = ¢;. Le vecteul:
vitesse X(c;, ¢;) = X(x, u) posséde deux composantes X (x, u) et X, (x, u) :

X(x,u )/:/Xi+X2

N |
dx 1
a-t-:X,(x,u) __________ /
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de valeur respective :

d
X, (x,u) = :1% = x
d
X,(x, u) = d—’t‘ = — K[x* — Tx +u]

(k constante positive de valeur élevée, T paramétre).

. La'ﬁgure ci—dessoys 'indique quelques formes possibles du réseau des
tra_pctmres (ﬁg: 10), ainsi que la forme du lieu des attracteurs lorsque T
varie de — o0 a4 + oo («le bonnet d’astronaute », fig. 11).

Fig. 10. Fig. 11.

4.1 Hydrodynamique

; Nous allons d’abord examiner le cas de I’hydrodynamique, ol ’on
ispose souvent de descriptions mathématiques assez précises.

4.1.1 Ecoulement de Couette et cellules de Taylor (par exemple [8])

- On se donne un liquide incompressible qui remplit I’espace annulair
sn'tué entre deux cylindres concentriques. Les cylindres tournent avec de:
vitesses angulaires différentes. Pour des petites valeurs de ces vitesses, o
observe un flot laminaire horizontal dont la vitesse d’écoulement est i1,1d'n
pendante des vitesses angulaires : c’est ’écoulement de Couette -

Lorsque les vitesses angulaires augmentent de valeur l:ln nouveau
phénoméne apparait. Le milieu liquide se divise en couches d’é’gale épaisseur.
les cellules de Taylor, le mouvement du liquide & I'intérieur de chaque cellule’
est composé d’un mouvement de rotation autour de I'axe du cylindre (compo-
sante de Couette) et d’un mouvement de rotation situé dans le plan vertical.

«le bonnet
d’'astronaute» T>0

APPLICATIONS DES MATHEMATIQUES STATIQUES ET DYNAMIQUES 59

La bifurcation de Hopf apparait au moment oul prend naissance le mouve-
ment de rotation dans le plan vertical. Une des vitesses angulaires peut jouer
le role du paramétre T (cf. 3.2), guide de la bifurcation.

1 faut souligner que les modéles physiques dont nous disposons sont &
I’heure actuelle incapables de rendre compte de la division en cellules de
Taylor. Ils décrivent le comportement d’une cellule-type.

4.1.2 Ecoulement de Poiseuille et cellules de Bénard (par exemple‘[S] et [9])

On considére un liquide incompressible qui remplit 'espace situé entre
deux plans horizontaux, indéfinis, maintenus chacun a température cons-
tante. On impose au liquide un déplacement a I'intérieur de cet espace.

Tant que le nombre de Reynolds, lié & la vitesse du déplacement, a la
géométrie de 'espace d’écoulement (la hauteur entre les plaques), la viscosité
du liquide, reste inférieur & une valeur critique, 1’écoulement (dit de Poi-
seuille) reste laminaire. Au-dela, il devient turbulent.

Pour y voir plus clair dans la turbulence, il convient d’étudier le cas ol
la vitesse de déplacement du liquide serait nulle. On apergoit un autre
phénoméne. Dés que le nombre de Rayleigh franchit une valeur critique, une
bifurcation de Hopf apparait. Le nombre de Rayleigh dépend des qualités
du fluide de la hauteur de la couche d’eau, de I’écart entre les températures
des plans horizontaux inférieur et supérieur. Lorsque se produit la bifurca-
tion, apparaissent, analogues aux cellules de Taylor, des cellules de Bénard.

LA encore, les modéles physiques dont nous disposons ne rendent pas
compte de la division du milieu fluide en cellules.

4.2 Cristaux liquides

Nous allons revenir dans ce paragraphe sur la structure des cristaux
liquides. On en distingue trois types principaux : smectiques, nématiques,
cholestériques (nématiques hélicoidaux). Les smectiques et, 2 un certain
degré, les corps cholestériques ont une structure en couches. Il est bien connu
que la structure de trés nombreuses membranes, de leurs dérivés, s’apparente
3 celle de cristaux liquides. La structure cholestérique se rencontre dans de
nombreux tissus biologiques : tissus squelettiques, cuticules, carapaces,
ainsi que dans certains chromosomes et dans certaines solutions concen-
trées de DNA [10]. L’ordonnance cholestérique est caractérisée par la dispo-
sition générale des molécules : elle rappelle quelque peu celles des trajectoires
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Si I’on se donne une couche « horizontale » d’éther, comme dans I'écoule-
ment de Poiseuille, on peut considérer sa hauteur 2 comme infiniment petite
par rapport a la hauteur de la masse totale d’éther de I'univers. Les fronts
d’ondes sphériques de 1’électromagnétisme et de 1’optique traduiraient alors
la présence de cellules (du type de Bénard) & la forme parfaite. Le rayon
d’une telle sphére correspondrait évidemment & une longueur d’onde parti-
culiére. Puisque tout point du milieu ambiant pourrait étre considéré comme -
situé sur le plan supérieur d’un écoulement de Poiseuille de hauteur quel-
conque, on comprend alors, qu'en ce point, des dispositifs convenables
puissent déceler n’importe quelle longueur d’onde. Cependant, lorsque la
hauteur 4 dépasserait certaines limites, on peut penser que I’énergie néces-
saire au développement des cellules sphériques deviendrait insuffisante pour
permettre a celles-ci d’atteindre des rayons aussi grands. On pourrait donc
rencontrer, au-deld de certaines grandeurs, des phénoménes d’instabilité et
des longueurs d’onde évanouissantes.

Concluons ce paragraphe sur un retour aux cholestériques. Un film
réalisé et présenté par Y. Bouligand a I'l.H.E.S. mettait en évidence un feuil-
letage d’un milieu nématique par des surfaces dont 'expression polynomiale
paraissait simple (du genre x? + ux? + v, ¢ < p — 2). Des sortes de lignes
ou surfaces de discontinuité apparaissaient. Il semblait possible de les
décrire a I'aide des discriminants des équations correspondantes : ils défi-

nissent les ensembles de bifurcation, au sens de la théorie des catastrophes,
p+1 q+1

associés aux « potentiels » + u + vx. Il serait peut-étre inté-
P 7+ 1 7+ 1 P

ressant de pouvoir examiner cette question de maniére plus précise, et surtout
de trouver la signification physique de cette représentation, signification sur

laquelle nous n’avons pas d’idée siire.

4.3 Cinétique chimique et rythmes biologiques

Les exemples de bifurcation de Hopf sont trés abondants en cinétique
chimique. Les systémes chimiques du type Zhabotinsky, les horloges chi-
miques comme celle de Pacault [13], les systémes chimiques locaux qui
figurent dans le cycle de la glycolyse [14] peuvent prendre des états ou appa-

_rait la bifurcation de Hopf.

L’analyse des bases moléculaires des rythmes biologiques met en évi-
dence également de nombreuses bifurcations de Hopf. Différents produits,
ou leurs dérivés dans les réactions chimiques qu’ils déclenchent, peuvent
jouer un rdle analogue & celui du paramétre 7' (§ 3.2). Ainsi, « I'asparagine
contrdle la période du Leptosphaenia et inhibe le rythme chez Aspergillus
(Jerebzoff)... L’addition de L;" allonge la période de Kalanchoe ; un apport
de valinomycine raccourcit la période de Gonyaulax ; I'éthanol allonge la
période de Phaseolus » [15].

1l pourrait arriver que, dans la modélisation de certaines des activités
moléculaires, on ait intérét a rester & un niveau assez global, plutdt que de
descendre & un niveau de description chimique extrémement fin : son ana-
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lyse en effet pourrait étre rendue trés difficile par la complexité des réactions
mises en jeu, portant parfois sur un nombre de molécules trop restreint
pour que le mécanisme différentiel puisse étre appliqué.

4.4 Les modifications structurelles du phytochrome et les mouvements du
volvox

4.4.0 Les suggestions contenues dans ce paragraphe ont été congues
a partir des résultats d’observation présentés par Hartmann [16] Haupt [17],
Briggs et Rice [18]. Des conversations avec Mme Mousseau et M. Jacques
(Phytotron, Gif-sur-Yvette) nous ont apporté un complément trés utile
d’information. Les propos qui vont suivre doivent plutét étre tenus pour des
spéculations d’ordre général. Des études expérimentales plus approfondies
pourraient permettre d’en mieux établir le bien-fondé¢, de préciser de maniére
plus exacte le niveau de globalité dans la description auquel se situent ces
propositions.

4.4.1 Disons d’abord un mot de la structure physique du phyto-
chrome. L’examen de la disposition des molécules du phytochrome [17],
leurs propriétés optiques, nous conduisent i émettre I’hypothése d’une
analogie de structure entre certains nématiques [11] et le phytochrome. Cette
hypotheése est renforcée par le fait suivant [17] : le phytochrome est un dérivé
de la membrane cytoplasmique.

4.4.2 L’examen du spectre d’absorption de la riboflavine et de diffé-
rents spectres d’action pour le mouvement des chloroplastes montre que les
courbes expérimentales semblent topologiquement équivalentes 2 des courbes
polynomiales d’expression — k[ug x* + u, x* + uy x] ou — kfug x° + u,
x* + uy x* 4+ uy x]. On pourrait alors dessiner une sorte de paysage épi-
génétique associé a différents végétaux, par une variation continue et suppo-
sée maitrisée des paramétres u;, auxquels d’ailleurs il faudrait attribuer une
signification physicochimique et biologique. La forme des spectres précédents
est évidemment liée aux qualités des transmetteurs de I’énergie lumineuse, et
en particulier, a celles du phytochrome.

4.4.3 Comme on le sait, le phytochrome existe sous deux formes P, et
P;,. Le passage d’une forme a I’autre s’accomplit sous I’effet d’une variation
de la longueur d’onde A de la lumiére. La transformation P,. — P, scmble
€tre trés rapide et importante au voisinage d’une longueur d’onde que nous
qualifions de critique 4, ~ 690 nm.

Nous proposons donc de considérer P,, et P,;, comme deux phases
distinctes d’un méme milieu, la seconde étant d’ailleurs moins stable que la
premiére. La proportion [P J/([P..] + [P,]) passe, en gros, de 80 a 5 %
lorsque la transition est franchie. Bien que ’on considére habituellement la
réaction comme réversible, on peut penser que I'influence du milieu vivant
dans lequel se trouve le phytochrome, les qualités physiques légérement diffé-
rentes des phases P,. et P, font que le retour P;, — P, . ne s’accomplit
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pas de maniére strictement superposable a la transition P, — Pf,’; on
peut penser que la courbe associée a la transformation P, — P, est legé.re-
ment décalée & gauche par rapport a la courbe associée a la transformation
P,. — P;,, étant supposé que la variation de 4 autour de A, dans le sens des
A croissants puis décroissants, s’accomplit de fagon continue dans le temps.

Nous sommes donc amenés a supputer ’existence d’une sorte de cycle
d’hystérésis au voisinage de 4. cycle dont la hauteur dépendrait de

—_—
>
=

u =A—Ac

Fig. 13.

Pintensité lumineuse T : en effet, plus intense serait la luminosité de
la source, davantage les rayons pénétreraient a l'intérieur de la couche
phytochromique, de sorte que, dans le méme intervalle temport?l,. une
quantité plus importante de P,. pourrait passer & ’état P,. On voit ici le
r6le que joue sans doute la géométrie du milieu dans la proportion de P,,
transformé.

Pour expliquer la forme de la courbe, on peut s’inspirer de la théorie des
systémes dynamiques gradients et de la théorie des catastrophes [2, 19].
Représentons par un point y(1) I’état devenu stationnaire du milieu photo-
chromique, aprés qu’on ait fait varier la longueur d’onde 1. Ce point peut
étre considéré comme un attracteur ponctuel d’un systéme dynamique D,
appartenant a une famille de systémes dynamiques paramétrés par 1. y se
projette dans. le plan (x, ) sur le point c.

Faisons I’hypothése que I’état énergétique local du phytochrome, au
voisinage d’un attracteur ponctuel y, est régi par un potentiel ¥(xy, X5, ..., X,).
Il en résulte que (1) est un point en lequel le potentiel est minimal ; en par-

1 4 oV
ticulier — = -+ = —
0xy 0x,

Si, & un instant donné, le systéme a le choix entre plusieurs minimums,
on est conduit ici 4 admettre qu’il choisit celui pour lequel ce minimum est
le minimum absolu. Dans I’hypothése ot ¥ serait simplement

x* x?

Vo) =7~ T3

=0eny.

+ ux, V(x) = x> — Tx + u,



64 LA MORPHOGENESE, DE LA BIOLOGIE AUX MATHEMATIQUES

le lieu des minimums dans le plan (x, u) serait composé des deux branches
de courbe dessinées en traits pleins :

Fig. 14.

La courbe en trait plein renforcé décrit I’évolution de I’état du milieu,
au fureta mesure que croit, sous la réserve déja mentionnée que cet état
est caractérisé par le minimum absolu du potentiel.

' Dans la situation physique réelle, le potentiel ¥ est fonction de plusieurs
v&ymables X1s X35 «ey X ..., €t il nous faut bien admettre qu’un petit nombre
d’entre elles jouent un role prépondérant et déterminant dans la deﬁnmon
des caractéristiques du phénoméne.

Dans le cas présent, il est légitime de poser que, dans un certain voisi-
nage de u =0,

x4

2
X
V(X1y Xg cos X4 .0.) = @ i bT— + cux + 8(x, X3, .0y X; ...)

ol x représente une variable physique, linéairement liée au rapport [[ o]
Pl

et o4u S(x, x2,2 «sy X;, ...) joue un réle relativement second devant les termes en

x x .

ag - bT—2— + cux, mais important tout de méme, dans la mesure ol il

prévient la variation discontinue de x (la catastrophe), stabilise localement

?:ette. chute, et définit le mode de passage de la plage supérieure 4 la plage

inférieure — les coefficients a, b, ¢ sont fonctions des variables Xoy X35 eees

X;, ... €éventuellement constantes ou & variation imperceptible au voisinage de
u=0.

4.4.2 Les mouvements de volvox [23].

Examinons les mouvements de la colonie multicellulaire appelée volvox.
Son mouvement de rotation est engendré par le battement des flagelles
soumis 4 un éclairement suffisant, pendant le méme temps, les flagelles situés
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sur la face ombrée de volvox sont au repos. On est ici en présence d’un phé-
noméne typique de bifurcation de Hopf.

L’état des flagelles, alors qu’ils sont dans 'ombre, est représenté par un
point attractant. Celui-ci bifurque en un cycle au moment ou les flagelles
rencontrent la lumiére et se mettent a battre. Dans un modéle global, l'inten-
sité¢ lumineuse joue le rdle du paramétre T.

Notons qu’en général ce phénomeéne de bifurcation se produit dans des
espaces multidimensionnels, et peut s’accompagner de variations impor-
tantes et brutales dans la valeur d’un paramétre :

bifurcation de Hopf
avec saut (catastrophe)

Fig. 15.

5 Conclusion

Nous avons tenté de mettre en évidence I'importance et la généralité
d’emploi dans les constructions naturelles d’un schéma dynamique simple,
celui de la bifurcation de Hopf. Ce schéma formel joue le réle d’un attracteur
conceptuel, utile car il permet d’entreprendre une classification des compor-
tements dynamiques de phénoménes appartenant a des régnes trés divers de
la Nature, d’établir une sorte de continuité et de fonder les liens entre des
états figés et des états animés. Les mathématiques jouent ainsi un réle uni-
ficateur et clarifiant au sein des différentes sciences.

Naturellement, et les mathématiciens s’emploient & les décrire, des
bifurcations plus complexes ou plus riches peuvent apparaitre : par exemple
un tore de dimension p bifurque en tore de dimension p + k [20], ou encore
le choc entre deux tores les annihibant tous les deux [21]. Il appartient
sans doute aux expérimentateurs de mettre en évidence ces bifurcations ou de
traduire les résultats de leurs expériences dans le langage éclairant de la
topologie dynamique.
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X

TOPOLOGIE ET DEFAUTS
DANS LES MILIEUX ORDONNES

Gérard TOULOUSE

Laboratoire de Physique de I’Ecole Normale Supérieure

Cette conférence vise & présenter des résultats récents concernant les
distorsions dans les milieux ordonnés. Avant de définir ces termes, il convient
d’annoncer qu’il s°agit 12 de résultats tout a fait précis, obtenus en utilisant
une branche des mathématiques, la théorie de ’homotopie, qui elle-méme
fait partie de la topologie algébrique.

L utilisation de ces outils homotopiques progresse trés vite en physique
(particuli¢rement en physique des particules &lémentaires et en physique de
la matiére condensée — ma propre discipline). Par contre P’utilisation en
biologie est moins avancée.

Mais d’ores et déja, il semble certain que si le fameux livre de d’Arcy
Thompson, On Growth and Form, devait atre remis a jour, il faudrait prévoir
un chapitre supplémentaire consacré a cette approche. D’Arcy Thompson
lui-méme rappelait d’ailleurs le mot de Lobatchevsky, prédisant que toutes
les branches des mathématiques, méme les plus abstraites, finiraient par
trouver une application dans Pétude du monde réel.

Telle qu’elle a été développée, la théorie s’applique & I’étude des maté-
riaux ordonnés, pris & P’équilibre thermodynamique, ou proches de 1'équi-
libre thermodynamique. Cependant, on peut envisager asseZ naturellement
des généralisations, soit & des matériaux pris hors. d’équilibre thermodyna-
mique, soit comme contribution a une classification morphologique plus
générale.

*
* %

Avant de définir ce qu’est un milieu ordonné, il convient d’abord de
rappeler ce qu’est une transition de phase. L’existence de transitions de
phase est d’observation commune (solide-liquide, liquide-gaz, ...)- Clest un
phénoméne remarquable par son caractére de changement qualitatif brusque,
et que les physiciens &tudient depuis plus d’un siscle, soit par la solution de
modéles théoriques, soit par I'examen de P’extraordinaire variété de transi-
tions observables dans i nature. Le concept fondamental, apparu dans cette
étude, est celul de symétrie spontanément brisée.




